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유한요소법에서 희소행렬의 효율적인 저장을 위한 2차원 가변길이 벡터 

저장구조
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요  약

본 논문에서는 유한요소법에서 희소행렬의 효율적인 저장을 위한 차원 가변길이 벡터 저장구조를 제안한다. 제

안한 저장구조는 유한요소 전체 방정식의 거대희소행렬  ×  대신, 전체 행의 개수 의 상삼각행렬에서 이 아

닌 실제 필요한 값들만 차원 가변길이 벡터를 이용하여 저장하는 방법이다. 이 방법을 이용하면, 해석대상의 차

원 격자구조에서는 각 절점당 최소 개에서 최대 개까지의 저장 공간이 필요하게 되고, 차원 격자구조에서는 각 

절점당 최소 개에서 최대 개까지의 저장 공간이 필요하게 된다. 인덱스를 포함해도 배 이상을 넘지 않는다. 본 

논문의 실험 결과에 의해, 제안한 저장구조는 총 절점 개수가 많아질수록 기존의 최대칼럼 높이를 저장하는 스카이

라인 저장구조보다 메모리 공간을 효과적으로 줄일 수 있는 구조임을 알 수 있었다.

▸Keywords :2차원 가변길이 벡터 저장구조, 희소행렬 저장구조, 유한요소법, 야코비반복법

Abstract

In this paper, we propose the two dimensional variable-length vector storage format which can 
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be used for efficient storage of sparse matrix in the FEM (finite element method). The proposed 

storage format is the method storing only actual needed non-zero values of each row on upper 

triangular matrix with the total rows , by using two dimensional variable-length vector instead 

of  ×  large sparse matrix of entire equation of finite elements. This method only needs storage 

spaces of the number of minimum  to maximum  in  grid structure and the number of 

minimum  to maximum  in  grid structure of analysis target. The number doesn't excess two 

times although involving index number. From the experimental result, we can find out that the 

proposed storage format can reduce the memory space more effectively, as the total number of 

nodes increases, than the existing skyline storage format storing maximum column height.

▸Keywords :Two Dimensional Variable-length Vector Storage Format, Sparse Matrix 

Storage Format, Finite Element Method, Jacobi Iterative Method

I. 서 론

유한요소법 (FEM: finite element method)은 유체역

학, 구조물, 전자기학 등의 공학의 다양한 분야에서 이용되고 

있는 수치해석법이다 [1,2]. 유한요소법은 전체 해석대상에 

대해 대상물을 유한개의 요소들로 분할하고 각각의 유한요소

들에 대하여 유한요소식을 만든 후, 유한요소들을 조립하여 

전체 해석대상에 대한 연립방정식을 구성한다. 분할요소가 많

아질수록 연립방정식은 커지게 되고 해를 구하는 과정에서 많

은 계산이 필요하게 된다.

유한요소법의 전체 유한요소식은  의 형태가 되고 

 행렬은 온도 값을 구하는 경우 총 절점 개수가 이면, 

×으로 구성되는 행렬이며 거대희소대칭 양정칙행렬 

(large sparse symmetric positive definite matrix)의 

특성을 갖는다. 기존 연구에 의하면 유한요소법의 거대희소대

칭 양정칙행렬을 저장하기 위한 방법으로서 대칭성을 고려한 대

상행렬법 (band matrix method)과 스카이라인법 (skyline 

method) 등이 잘 알려져 있다. 대상행렬법은 전체 행렬에 대

하여 대각성분을 기준으로 전체 행의 최대 밴드폭만큼 각 행

을 저장하는 방법이고 스카이라인법은 대각성분을 기준으로 

이 아닌 최고 높이에 해당되는 값까지 저장하는 방법이다 

[3,4]. 이 방법은 각 행에서 최대 칼럼까지 저장하는 방법으

로도 이용된다. 스카이라인법은 각 행마다 밴드폭을 따로 지

정해주기 때문에 저장 공간을 많이 줄여주지만 유한요소들이 

많아질수록 밴드폭이 넓어지게 되고 그에 따라 중간에 이 많

아지는 단점이 발생하게 된다. 그 외에 희소행렬을 저장하기 

위한 CSR (compressed sparse row) 저장구조가 있지만 

CSR 저장구조는 행렬의 정보를 미리 알고 있는 상태에서만 

이용할 수 있다 [5].

본 논문에서는 유한요소법의 최종 연산인   형태의 

선형연립방정식에서  행렬의 저장 공간을 줄이기 위한 방법

으로서 차원 가변길이 벡터 저장구조를 제안한다. 또한 제안

한 저장구조를 적용한 야코비반복법의 병렬처리 코드도 함께 

제시한다. 실험 결과에 의해, 제안한 저장구조는 스카이라인 

저장구조에 비하여 해석 구조의 크기가 커질수록 메모리 이용 

면에서 더욱 효율적이었고 병렬처리 기법에도 간단하게 적용

할 수 있었다.

다음 제2장에서는 본 논문에서 이용된 유한요소방정식의 

원 식인 열전도방정식을 소개하고 스카이라인 저장구조와 

CSR 저장구조에 대하여 간단히 설명한다. 제3장에서는 본 

논문에서 제안한 차원 가변길이 벡터 저장구조에 대하여 상

세히 설명하고, 제4장에서는 실험 및 결과로서 제안한 저장구

조와 스카이라인 저장구조를 비교한다. 또한 제안한 저장구조

를 적용한 야코비반복법의 병렬처리 코드도 함께 제시한다. 

마지막으로 제5장에서는 실험 결과에 대한 결론을 맺는다.

II. 열전도방정식의 유한요소방정식

본 논문에서는 유한요소법의 희소행렬을 저장하기 위한 방

법으로서 차원 가변길이 벡터 저장구조를 제안한다. 본 논문

에서 이용된 편미분방정식은 차원 정상상태의 열전도방정식

이고 지배방정식은 아래 식 (1)과 같다 [1,6].








      (1)
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위 식 (1)에서  는 온도를 나타내는 공간에 대한 함수이

고  는 열전도 계수이며  는 단위체적당 공급되는 열량으

로서 내부 발열률을 나타낸다. 식 (1)은 Galerkin 방법을 이

용하여 공간에 대한 이산화 과정을 수행하면, 아래 식 (2)와 

같은 형태의 전체 유한요소방정식을 얻을 수 있다.

  (2)

위 식 (2)에서 는 열전도 매트릭스 (heat conductivity

matrix)이고 는 전체 절점온도 벡터이며 는 열유속 

벡터 (flux vector)이다.

본 논문에서는 전체 유한요소방정식에 해당되는 식 (2)에

서 행렬 에 이용될 수 있는 메모리 저장구조로서 차원 

가변길이 벡터 저장구조를 제안한다. 제안한 저장구조는 스카

이라인 저장구조에 비하여 해석 구조의 크기가 커질수록 더욱 

효율적인 저장구조임을 제4장의 표 2를 통해 알 수 있다.

다음은 스카이라인 저장구조와 CSR 저장구조에 대하여 프

로그램에서 이용되는 저장 형식을 간단히 예를 들어 설명한다.

1) 스카이라인 저장구조

유한요소법에서 이용되는 스카이라인 저장구조의 예는 아

래와 같다.

 






 



























 (3)

① 1차원 배열을 이용하여  대칭행렬의 상위 원소들을 칼

럼 순으로 저장한다.

②  정수 배열 에 대각 원소의 포인트들을 저장한

다 (대각 원소의 개수: ). 즉, 의 번째 원소는 

번째 대각 원소의 포인트가 된다.

③ 심볼 를 와 로 구성한다.

               ,

       ,

   .

2) CSR 저장구조

희소 행렬을 저장하는 방법에는 CSR 저장구조가 있고, 이 

저장구조는 제안한 저장구조와 유사하다. CSR 저장구조의 예

는 아래와 같다.

 



































  (4)

① 1차원 배열 A에  행렬의 원소들을 행 우선으로 저장한

다.

② 1차원 배열 J에  행렬의 칼럼 인덱스를 저장한다.

③ 1차원 배열 LEN에 이 아닌 각 행의 길이를 저장한다.

④ 1차원 배열 PTR에 배열 J 또는 배열 A에서 각 행의 첫 

번째 요소를 가리키는 포인터를 저장한다.

No 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

A 11 14 17 23 33 34 36 43 44 46 54 56 62 67 72 75

J 1 4 7 3 3 4 6 3 4 6 4 6 2 7 2 5

LEN 3 1 3 3 2 2 2

PTR 1 4 5 8 11 13 15

표 1. CSR 저장 구조의 예
Table 1. Example of the CSR storage format

다음 제3장에서는 본 논문에서 제안한 차원 가변길이 벡

터 저장구조에 대하여 상세히 설명한다.

III. 격자구조에서의 2차원 가변길이 벡터 

저장 구조

본 논문에서 제안한 차원 가변길이 벡터 저장구조는 유한

요소법에서 희소행렬을 저장하기 위한 방법으로서, 분할 요소가 

많아질수록 메모리 공간을 효과적으로 줄일 수 있는 방법이다.

아래 그림 1은 차원과 차원 격자구조에서 절점번호에 

대한 저장개수를 나타낸다. 유한요소법은 보통 요소들이 인접

해 있는 경우 이웃하는 절점들의 값들을 모두 저장하여 전체 

행렬을 구성하는 반면에, 제안한 저장구조는 자신의 번호부터 

윗번호에 해당되는 이웃하는 절점들의 값들만으로 상삼각행

렬을 구성한다. 그림 1의 격자구조의 예를 들면, 왼쪽의 차

원 격자구조의 경우 번, 번, 번 등의 내부에 있는 절

점들은 자신의 번호 (대각원소)부터 윗번호에 해당되는 이웃

하는 절점들의 값들을 저장하기 위해 최대 개의 저장 공간이 

필요하게 되고, 오른쪽 차원 격자구조의 경우는 번, 

번 등의 절점에서 최대 개의 저장 공간이 필요하게 된다. 
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즉 제안한 저장구조는 거대희소대칭 양정칙행렬 × 을 저

장하기 위해 차원 격자구조에서는 최대 ×만 저장하면 되

고 차원 격자구조에서는 최대 ×만 저장하면 된다.

그림 1. 차원(× )과 차원(× × ) 격자구조에서 
절점번호당 필요한 저장개수 [형식: 절점번호(저장개수)]

Fig. 1. The number of storage spaces needed per node 
number at  (× ) and  (× × ) grid 

structure [Format: node number(The number of storage 
spaces)]

그림 2. 제안한 차원 가변길이 벡터 저장구조의 예
Fig. 2. Example of the proposed two dimensional 

variable-length vector storage format

위 그림 2는 조립과정에서 ①번 요소행렬과 ②번 요소행렬

이 저장될 때, 차원 가변길이 벡터 저장구조의 저장 방식을 

나타낸다. 처음 ①번 요소행렬이 들어오면 , , , 번의 

각 절점에 대해 전체요소 인덱스  벡터의 해당 절점에서 

같은 원소의 인덱스를 찾는다. 저장된 인덱스가 있는 경우 전

체요소 조립  벡터의 해당 원소에 값을 누적하고, 저장된 

인덱스가 없는 경우 인덱스와 값을 해당되는 전체요소 인덱스 

2D 벡터와 전체요소 조립  벡터의 각 절점에 추가한다. 같

은 방식으로 ②번 요소행렬과 ③번 요소행렬을 차례대로 저장한다.

본 논문에서 제안한 차원 가변길이 벡터 저장구조는 메모

리 공간을 효과적으로 줄일 수 있는 방법이다. 제안한 저장구

조에 의해 얻을 수 있는 이점은 메모리 공간을 줄임으로써 실

행 속도에 도움을 줄 수 있고, 기존의 저장구조로는 실행이 

불가능 했던 것을 가능하게 만들 수도 있다. 예를 들어, 

× 이상의 행렬의 경우 스카이라인 저장구조나 

대상행렬 저장구조는 제안한 저장구조보다 최소 배 이상의 

메모리 공간을 요구하기 때문에, 제한된 메모리를 사용하는 

경우 실행할 수 있는 경우와 없는 경우로 나누어질 수 있다. 

또한 CSR 저장 구조와는 달리 행렬의 정보를 미리 알고 있지 

않아도 필요한 원소만 각 행에 추가해주는 방식이기 때문에 

값을 효율적으로 저장할 수 있으며 자동처리 계산에도 도움을 

준다.

제안한 저장구조와 스카이라인 저장구조의 비교는 다음 4

장에서 나타내었다.

IV. 실험 및 결과

본 논문에서는 유한요소법에서 희소행렬을 효율적으로 저

장하기 위한 차원 가변길이 벡터 저장구조를 제안한다. 본 

논문의 실험 목표는 제안한 저장구조가 스카이라인 저장구조

보다 메모리 이용 면에서 더 효율적인지 알아보기 위한 것으

로, 표 2와 그림 3를 통해 두 가지 방법을 비교해 본다.

아래 표 2는 제안한 저장구조와 스카이라인 저장구조에 대

하여 상삼각행렬만을 저장했을 때, 해석 구조의 크기에 따른 

필요한 저장 공간의 개수를 나타낸다.

정방행렬 저장구조 제안한 저장구조
스카이라인 
저장구조

전체구조크기: × 

총절점수: 

  행렬 저장공간: 

×  



인덱스 포함: 


× 

×   



인덱스 포함: 


× 

× 

 



인덱스 포함: 


× 

× 

 



인덱스 포함: 





× 

× 

 



인덱스 포함: 





표 2. 차원 격자구조에서, 구조 크기에 따른 세 가지 경우의 
  행렬 저장 공간의 비교

Table 2. Comparison storage space of     matrix of 
three cases according to structural sizes at   grid 

structure
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위 표 2의 결과에 의해, × 구조에서는 스카이라인 저장

구조가 제안한 저장구조보다 적은 메모리 공간을 이용하였지

만, × 구조 이상에서는 제안한 저장구조가 스카이라인 

저장구조보다 더 적은 메모리 공간을 이용함을 알 수 있었다. 

특히 아래 그림 3의 그래프에서 볼 수 있듯이 총 절점개수가 

인 구조에서는 제안한 저장구조가 스카이라인 저장구

조에 비하여 약 의 저장 공간만을 이용함으로써 그 비율

의 차이가 더욱 크게 나타남을 알 수 있었다. 즉 총 절점 개수

가 많아질수록 제안한 저장구조가 메모리 공간을 더욱 효과적

으로 줄일 수 있는 구조임을 확인할 수 있었다.

그림 3. 제안한 저장구조와 스카이라인 저장구조의 메모리 이용에 대한 비율
Fig. 3. Ratio of memory usage between the proposed 

storage format and the skyline storage format

아래 표 3은 선형연립방정식에서 여섯 가지 해법에 대한 

순차 처리의 계산 복잡도를 나타낸다.

해법 계산복잡도 (순차처리)

가우스 소거법 (직접법)  

촐레스키 분해법 (직접법)  

특이값 분해법 (직접법)  

야코비반복법 (반복법)  (반복문 내에서)

가우스-자이델법 (반복법)  (반복문 내에서)

공액 구배법 (반복법)     (반복문 내에서)

표 3. 순차처리에서 여섯 가지 해법에 대한 계산복잡도
Table 3. Computational complexity of six solvers at 

sequential processing

직접법은 행마다 계산이 연관되어 있기 때문에 전체적인 

병렬처리가 불가능하여 속도 향상에 제한이 있다. 그러나 야

코비반복법과 같은 반복법에서는 전체적인 병렬처리 연산이 

가능하여 수행 속도를 더욱 향상시킬 수 있다. MATLAB에

서의 선형연립방정식의 해는   ╲  에 의해 구해질 수 

있고,  행렬이 대칭이면서 양정칙행렬이면 내부적으로 촐레

스키 (Cholesky) 분해법이 이용된다. 이러한 직접 해법에서

는 기존의 스카이라인 저장구조나 대상행렬 저장구조가 효율

적으로 이용될 수 있고, 본 논문에서 제안한 차원 가변길이 

벡터 저장구조는 전체적인 병렬처리 연산이 가능한 반복법에 

효율적으로 이용될 수 있다.

아래 표 4는 제안한 저장구조를 적용한 야코비반복법과 

MATLAB의   ╲  에 대해, 행렬 크기에 따른 수행시

간을 나타낸다. 결과에서 야코비반복법의 허용오차는 

을 만족한다.

행렬 크기 야코비반복법 (GPU)
MATLAB 

(   ╲   )

×     

×


   

표 4. 행렬 크기에 따른 수행시간의 비교
Table 4. Comparison for computation time according to 

matrix sizes

위 표 4의 결과에 의해, GPU를 이용한 야코비반복법이 

MATLAB의 해법보다 더 빠른 수행시간을 나타냄을 알 수 

있었다. 그러나 실제 상황에서의 수행시간은 행렬의 크기, 제

로가 아닌 값의 개수, 그리고 값의 분포형태 등에 따라 차이

를 보일 수도 있다.

아래 그림 4는 제안한 저장구조를 GPU 병렬처리에 적용

하기 위한 준비과정을 나타내고, 그림 5는 야코비반복법의 

GPU 병렬처리 코드를 나타낸다. 병렬처리에 이용된 GPU는 

Tesla 1060 모델이고 프로그램 언어는 CUDA를 이용하였

다 [7,8,9]. 제안한 차원 가변길이 벡터 저장구조는 병렬처

리를 수행하기 위해 대각 원소 아래의 값들을 각 행의 끝에 

더 추가해주었고 차원으로 변환하여 수행하였다.

본 논문에서 제시한 병렬처리 야코비반복법에서는 총 절점 

개수 이 총 스레드 개수의 범위 내에 있다면, 정방행렬의 

경우 반복문 내에서 만큼 반복을 해줘야하는 반면에 제안한 

저장구조를 이용하는 경우 kk 변수에 의해 차원 격자구조에

서는 최대 회만 반복하면 되고, 차원 격자구조에서는 최대 

회만 반복하면 된다. 조립 단계에서의 차원 가변길이 벡

터는 CUDA의 thrust::device_vector를 이용하였고 push 

_back() 함수에 의해 각 행에서 값을 추가해 주었다. 만약 

차원 가변길이 벡터가 클 경우 C++ STL의 vector를 전역

변수로 선언하여 이용할 수 있다.
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...

int* ptrIdx = thrust::raw_pointer_cast(&dL_idx1D[0]);

float* ptrNumEleNode = 

            thrust::raw_pointer_cast(&dL_numEleNode1D[0]);

float* ptrX = thrust::raw_pointer_cast(&dL_X[0]);

float* ptrT1 = thrust::raw_pointer_cast(&dL_T1[0]);

int* ptrAccmSize =

              thrust::raw_pointer_cast(&dL_accmSize[0]);

float* ptrR = thrust::raw_pointer_cast(&dL_R[0]);

float* squareDiff = 

              thrust::raw_pointer_cast(&dL_squareDiff[0]);

float* squareX = thrust::raw_pointer_cast(&dL_squareX[0]);

int memNumEleNode = dL_accmSize[N-1]*sizeof(float);

int memT1 = N*sizeof(float);

int memR = N*sizeof(float);

int nodeN = N;

cudaBindTexture(0,texIdx,ptrIdx);

cudaBindTexture(0,texNumEleNode, ptrNumEleNode, 

                    memNumEleNode);

cudaBindTexture(0,texT1, ptrT1, memT1);

cudaBindTexture(0,texAccmSize, ptrAccmSize);

cudaBindTexture(0,texR,ptrR, memR);

do{

    solver <<< n_blocks, block_size >>> (nodeN, ptrX, ptrT1, 

                                   ptrSquareDiff, ptrSquareX); 

    norm1 = 

           std::sqrt(  thrust::reduce(dL_squareDiff.begin(), 

                        dL_squareDiff.end()) );

    norm2 = std::sqrt(  thrust::reduce(dL_squareX.begin(), 

                        dL_squareX.end()) );

    err = norm1/norm2;

    iter++;

} while ((iter < iterMax) &&  (err > tol));

cudaUnbindTexture(texIdx);

cudaUnbindTexture(texNumEleNode);

cudaUnbindTexture(texT1);

cudaUnbindTexture(texAccmSize);

cudaUnbindTexture(texR);

...

그림 4. 제안한 저장구조를 적용한 야코비반복법의 GPU 병렬처리를 
위한 준비과정과 반복문

Fig. 4. Preparation and iteration for GPU parallel 
processing of the jacobi iterative method which the 

proposed storage format is applied to

texture<int, 1, cudaReadModeElementType> texIdx;

texture<float, 1, cudaReadModeElementType> 

                                               texNumEleNode;

texture<float, 1, cudaReadModeElementType> texT1;

texture<int, 1, cudaReadModeElementType> texAccmSize;

texture<float, 1, cudaReadModeElementType> texR;

__global__ void solver(int nodeN, float* x, float* T1, float* 

squareDiff, float* squareX)

{

  int d_idxNode=0, d_curr=0, d_diag=0;

  float sum=0.0;

  int tx = blockIdx.x * blockDim.x + threadIdx.x;

  int thread_n = blockDim.x * gridDim.x;

  while (tx < nodeN)

  {

    for(int kk = 1; kk < (tx == 0 ? 

   tex1Dfetch(texAccmSize, tx):(tex1Dfetch(texAccmSize, tx)

                   - tex1Dfetch(texAccmSize, tx-1)) ); ++kk)

    {

        __syncthreads();

        d_curr = (tx == 0 ? kk :

               (tex1Dfetch(texAccmSize, tx-1) + kk) );

                d_idxNode = tex1Dfetch(texIdx, d_curr); 

        sum = sum +  ( tex1Dfetch(texNumEleNode, d_curr)

                       * tex1Dfetch(texT1, d_idxNode-1) ); 

      }

      __syncthreads();

      d_diag = (tx == 0 ? 0 : tex1Dfetch(texAccmSize, 

                  tx-1) );

      x[tx] = ( tex1Dfetch(texR, tx) - sum ) /

              tex1Dfetch( texNumEleNode , d_diag);

      squareDiff[tx] =  (x[tx]  - tex1Dfetch(texT1, tx)) 

                * (x[tx]  - tex1Dfetch(texT1, tx)); // for norm

      squareX[tx] = x[tx] * x[tx];

      __syncthreads();

      T1[tx] = x[tx];

      tx = tx + thread_n;

   }

}

그림 5. 제안한 저장구조를 적용한 야코비반복법의 GPU 병렬처리 
코드

Fig. 5. GPU parallel code of the jacobi iterative method 
which the proposed storage format is applied to

위 그림 5에서 이용된 야코비반복법의 공식은 아래 식 (5)

와 같다.

       (5)
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위 식 (5)에서  은 번째 반복 단계에서의 근

사 해의 벡터를 나타내고 는 주어진 행렬에서 대각 원소들

로 구성된 행렬이며, 은 주어진 행렬에서 대각원소들을 제

외한 나머지 원소들로 구성된 행렬이다. 는 선형연립방정식

에서 우변 항에 해당되는 벡터이다.

V. 결 론

본 논문에서는 유한요소법에서 희소행렬을 효율적으로 저

장하기 위한 차원 가변길이 벡터 저장구조를 제안하였고 제

안한 저장구조를 적용한 야코비반복법의 GPU 병렬처리 코드

를 함께 제시하였다. 제4장의 실험 결과로부터, × 구조에

서는 스카이라인 저장구조가 제안한 저장구조보다 적은 메모

리 공간을 이용하였지만 × 구조 이상에서는 제안한 저

장구조가 스카이라인 저장구조보다 더 적은 메모리 공간을 이

용하였다. 특히 × 구조에서는 약 의 저장 공간만

을 이용함으로써 해석 구조의 크기가 커질수록 스카이라인 저

장구조와의 차이는 더욱 크게 나타남을 알 수 있었다. 

제안한 저장구조를 적용한 병렬처리 야코비반복법에서는 반

복문 내에서 차원 격자구조의 경우 최대 회만 반복하면 되었

고, 차원 격자구조의 경우 최대 회만 반복하면 되었다.

결과적으로, 총 절점개수가 많아질수록 제안한 저장구조가 

메모리 공간을 효과적으로 줄일 수 있는 구조임을 알 수 있었

고 야코비반복법의 병렬처리 기법에도 간단하게 적용됨을 알 

수 있었다.

향후 연구에서는 분할된 요소가 많은 해석대상에서 처리속

도를 더욱 높일 수 있는 효율적인 알고리즘들의 연구가 더 많

이 이루어져야 할 것이다.
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