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O(log log n·log∗ n)
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Ω(log∗ n)
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®¯° ±²°³´µ¶· ¶¸ ¯¶¹ ´¶ º¶»¼²´° ½ » ½¾µ» ½¿ µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ ÁÂ ÃÄÅ µ· ½ Àµ³´ÆµÇ²´°À ³°´´µ·È ¯½³ Ç °°·
³´²Àµ°À ¸¶Æ » ½·É É°½Æ³ ÊË Ì ÍË Ì Î Ì ÍÏÐ Ñ ®¯µ³ ¼Æ¶Ç¿°» ½³Ò³ ¸¶Æ ½ ³²Ç³°´

S
¶¸ ´¯° Ó°Æ´µº°³ ¶¸ ½ ÈÆ½¼¯ ¹ µ´¯

´¯° ¼Æ¶¼ °Æ´É ´¯½´ ·¶ ´¹¶ Ó°Æ´µº°³ ¶¸
S
³¯½Æ° ½· °ÀÈ° ½·À ³²º¯ ´¯½´ ´¯°Æ° µ³ ·¶ ³´Æµº´ ³²¼ °Æ³°´ ¶¸

S¹µ´¯ ´¯° ³½» ° ¼Æ¶¼ °Æ´ÉÑ Ô´³ µ»¼ ¶Æ´½·º° ³´°» ³ ¸Æ¶» ´¯° ¸½º´ ´¯½´ µ´ ³°ÆÓ°³ ½³ ½ Ç½³µº Ç²µ¿Àµ·È Ç¿¶ ºÒ ¸¶Æ
» ½·É Àµ³´ÆµÇ²´°À ½¿È¶Æµ´¯» ³ Ì ½·À ´¯½´ µ´ º½¼´²Æ°³ ´¯° °³³°·º° ¶¸ ³É»»°´ÆÉ ÇÆ°½Òµ·È Ñ Õ²Æ´¯°Æ» ¶Æ° µ´
µ³ ½ ·µº° °¾½»¼¿° ¶¸ ½ ÈÆ½¼¯Ö´¯°¶Æ°´µº½¿ ¼Æ¶Ç¿°» ´¯½´ ½À» µ´³ ½ ´ÆµÓ µ½¿ ÈÆ°°ÀÉ ³¶¿²´µ¶· µ· ½ º°·´Æ½¿µ×°À
³°´´µ·È Ì Ç²´ µ³ ·°Ó°Æ´¯°¿°³³ ½ º¯½¿¿°·Èµ·È Æ°³°½Æº¯ ´¶¼µº ¸¶Æ ´¯° Àµ³´ÆµÇ²´°À º¶»¼²´½´µ¶· º¶»»²·µ´ÉÑ

Ø µ´¯ ´¯° ½ÀÓ°·´ ¶¸ ¹ µÆ°¿°³³ ½À ¯¶º ½·À ³°·³¶Æ ·°´¹¶ÆÒ³ Ì ´¯° ³´²ÀÉ ¶¸ Àµ³´ÆµÇ²´°À Â ÃÄ º¶»¼²Ö
´½´µ¶· ¯½³ Æ°º°µÓ°À ¸²Æ´¯°Æ ½´´°·´µ¶· ÊÍÙ Ì Î ÍÐ Ñ ®¯µ³ µ³ Ç °º½²³° ½¿È¶Æµ´¯» ³ ¸¶Æ ´¶¼ ¶¿¶ÈÉ º¶·´Æ¶¿ ½·À
Æ¶²´µ·È ¶¸´°· º¶·³´Æ²º´ ½ Â ÃÄ µ· ½· µ·µ´µ½¿ ¼¯½³° ÊÚ Ì Û Ì ÍÌ ÎÎÐ Ñ ®É¼µº½¿¿ÉÌ ´¯° ´µ» ° Æ°±²µÆ°À ¸¶Æ ´¯µ³
¼¯½³° À¶» µ·½´°³ ´¯° ´¶´½¿ Æ²··µ·È ´µ» ° ¸¶Æ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ³ Ñ Õ¶Æ °¾½»¼¿° Ì º¶·³´Æ²º´µ·È ½

(1 + ε)
Ö

½¼¼Æ¶¾ µ» ½´° » µ·µ»²» À¶» µ·½´µ·È ³°´ µ³ ¼ ¶³³µÇ ¿° µ· ´µ» °
O(TÜÝÞ+log∗ n/εO(1))

µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À

Í



ßÆ½¼¯³ Ì ¹¯°Æ°
TÜÝÞ µ³ ´¯° ´µ» ° ¸¶Æ Â ÃÄ º¶»¼²´½´µ¶· Ê�Ð Ñ Õ²Æ´¯°Æ» ¶Æ° Ì ½ (1 + ε)

Ö½¼¼Æ¶¾µ» ½´° » µ·Ö
µ»²» º¶··°º´°À À¶» µ·½´µ·È ³°´ Ì ¹¯µº¯ º½· Ç ° ²³°À ½³ ½ �ÓµÆ´²½¿ Ç½ºÒÇ ¶·°� ¸¶Æ Æ¶²´µ·È Ì º½· Ç °
¶Ç´½µ·°À µ· ´¯° ³½» ° ´µ» ° ÊÙÐ Ì ½È½µ· µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ñ

®¯° °·°ÆÈÉ º¶·³´Æ½µ·´³ ¶¸ ¹ µÆ°¿°³³ ½À ¯¶ º ·°´¹¶ÆÒ³ ½³Ò ¸¶Æ » µ·µ» µ×µ·È ´¯° º¶»¼²´½´µ¶· ´µ» ° Á½·À
´¯²³ �½º´µÓ° ´µ» °� ¶¸ ´¯° ·¶À°³Å Æ°±²µÆ°À ´¶ º¶»¼¿°´° ´¯° À°³µÆ°À ´½³Ò³ Ñ ®¯µ³ µ³ ¸²Æ´¯°Æ °·º¶²Æ½È°À
ÇÉ ´¯° ¸½º´ ´¯½´ ½À ¯¶ º ·°´¹¶ÆÒ³ » ½É ¸Æ°±²°·´¿É º¯½·È° ´¯°µÆ ³´Æ²º´²Æ° Ñ ®¶ » ¶À°¿ ´¯° ¼½Æ´µº²¿½Æ
º¶··°º´µÓ µ´É ³´Æ²º´²Æ° µ·¯°Æ°·´ ´¶ ¹ µÆ°¿°³³ ·°´¹¶ÆÒ³ Ì ²³²½¿¿É ½ Æ°³´Æµº´°À º¿½³³ ¶¸ ÈÆ½¼¯³ Á½³ ¶¼¼ ¶³°À
´¶ È°·°Æ½¿ ÈÆ½¼¯³Å µ³ º¶·³µÀ°Æ°À Ñ àÉ ¸½Æ ´¯° » ¶³´ ¼Æ¶» µ·°·´ ³²º¯ º¿½³³ ½Æ° �·µ´ � µ³Ò ßÆ½¼¯³ Á��ßÅÑ
� ¶¹°Ó°Æ Ì ¸¶Æ Ó½Æµ¶²³ Æ°½³¶·³ ��ß³ ½Æ° ½ Ó°ÆÉ µÀ°½¿µ×°À » ¶À°¿ ¶¸ Æ°½¿ ¹ µÆ°¿°³³ ·°´¹¶ÆÒ³ Ì ½·À » ½·É
È°·°Æ½¿µ×½´µ¶·³ ¯½Ó° Ç °°· ¼Æ¶¼ ¶³°À ÊÍ� Ì ÎÏÐ Ñ Õ¶Æ ´¯µ³ ¼½¼ °Æ Ì ¹° ½À¶¼´ ´¯° º¿½³³ ¶¸ ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À
ßÆ½¼¯³ Ì ¹¯µº¯ ³°°» ³ Æ°¿½´µÓ°¿É È°·°Æ½¿ ³µ·º° µ´ º¶·´½µ·³ ��ß³ ½·À » ½·É ¶´¯°Æ » ¶À°¿³ ½³ ³¼ °ºµ½¿
º½³°³ Ñ

�½Æµ¶²³ ½¼¼Æ¶½º¯°³ ¸¶Æ Àµ³´ÆµÇ²´µÓ°¿É º¶»¼²´µ·È ½ Â ÃÄ µ· ��ß³ µ³ ½Ó½µ¿½Ç¿° Ñ � ¶¹°Ó°Æ Ì » ½·É
¶¸ ´¯°» ¯½Ó° ½ ¹¶Æ³´ º½³° Æ²··µ·È ´µ» ° ¶¸

O(n)
Ì ° ÑÈ Ñ ÊÍÐ Ñ � ³ ½· µ·´°Æ°³´µ·È Ó½Æµ½·´ Ì ÊÍÍÐ º¶·³µÀ°Æ³

´¯° Àµ³´ÆµÇ²´°À º¶»¼²´½´µ¶· ¶¸ ½ Â ÃÄ µ· ½ ³°´´µ·È ¹¯°Æ° ·¶À°³ ½Æ° °»Ç °ÀÀ°À µ· ½ » °´Æµº ³¼½º° Ì
½·À ³¶» ° È°¶» °´Æµº µ·¸¶Æ» ½´µ¶· ½Ç ¶²´ ´¯° °»Ç°ÀÀµ·È µ³ ½Ó½µ¿½Ç¿° ´¶ ´¯° ·¶À°³ Ñ Ô´ µ³ ³¯¶¹· ´¯½´ µ¸
°½º¯ ·¶À° Ò·¶¹ ³ ´¯° Àµ³´½·º° ´¶ °½º¯ ¶¸ µ´³ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ì ¶·° º½· º¶»¼²´° ½ Â ÃÄ µ·

O(log∗ n)
Æ¶²·À³ Ñ

Ô¸ ·¶À°³ ½Æ° ¿¶ º½´°À µ· ´¯° �²º¿µÀµ½· ¼¿½·° Ì ½·À °½º¯ ·¶À° Ò·¶¹ ³ µ´³ ¼ ¶³µ´µ¶· Ì ½ Â ÃÄ º½· °Ó°· Ç °
º¶»¼²´°À µ· º¶·³´½·´ ´µ» ° Ñ

®¯²³ Ì Ó°ÆÉ ¸½³´ Æ²··µ·È ´µ» °³ º½· Ç ° ½º¯µ°Ó°À ²·À°Æ ´¯° ½Ç ¶Ó° ½³³²»¼´µ¶·³ Ñ � ¶¹°Ó°Æ Ì µ´ ³°°» ³
À°Ç½´½Ç¿° ¹¯°´¯°Æ ´¯°³° ¸°½´²Æ°³ ½Æ° µ»¼¿°» °·´½Ç¿° µ· ½ ¼Æ½º´µº½¿ ³º°·½Æµ¶ Ñ Ô´ » ½É Ç ° ´¯½´ ´¯°
°·°ÆÈÉ ´¯°É Æ°±²µÆ° µ³ ²·½ºº°¼´½Ç¿° ¸¶Æ ´¯° ¹ µÆ°¿°³³ À°Óµº°³ ½´ ¯½·À Ì ¶Æ ´¯°³° ¸°½´²Æ°³ Á° ÑÈ Ñ » °½³²Æµ·È
Àµ³´½·º°Å » ½É ³µ»¼¿É ·¶´ Ç ° ½Ó½µ¿½Ç¿° Ì À²° ´¶ ¯½ÆÀ¹½Æ° º¶·³´Æ½µ·´³ ¶Æ ´¯° ´É¼ ° ¶¸ À°¼¿¶É» °·´ ¶¸ ´¯°
³°·³¶Æ³ Ñ Ô· ½·É º½³° Ì ½ Àµ³´½·º° » °½³²Æµ·È À°Óµº° » µÈ¯´ µ·ºÆ°½³° ´¯° ¯½ÆÀ¹½Æ° º¶³´³ º¶·³µÀ°Æ½Ç¿ÉÑ

Ô· ´¯µ³ Æ°³¼ °º´ Ì ¶·° » µÈ¯´ ¹½·´ ´¶ º¶»¼²´° ½ Â ÃÄ ¹ µ´¯¶²´ ²³µ·È ´¯°³° ¸°½´²Æ°³ Ì É°´ Ç °µ·È ³µ» Ö
µ¿½Æ¿É ¸½³´ Ñ Ø° ´¯°Æ°¸¶Æ° ¼Æ¶¼ ¶³° ´¶ ²³° Æ½·À¶» µ×½´µ¶· µ·³´°½À ¶¸ Àµ³´½·º° » °½³²Æµ·È Ñ ®¯µ³ ³°°» ³
¿µÒ° ½ ·½´²Æ½¿ º¯¶µº° Ì ½³ µ·´²µ´µÓ°¿ÉÌ Æ½·À¶» µ×½´µ¶· ³¯¶²¿À °½³° ³É»»°´ÆÉÖÇÆ°½Òµ·È Ñ 	 ¶Æ°¶Ó°Æ Ì Æ½·Ö
À¶» µ×½´µ¶· ¯½³ ¼Æ¶Ó°À ³²ºº°³³¸² ¿ µ· º¶»¼²´µ·È ½ Â ÃÄ µ· È°·°Æ½¿ ÈÆ½¼¯³ 
 Ø¯µ¿° ´¯° ¸½³´°³´ Ò·¶¹·
À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» ¸¶Æ È°·°Æ½¿ ÈÆ½¼¯³ À²° ´¶ �½·º¶·°³µ ½·À �Æµ· µÓ½³½· ÊÎ
Ð Æ²·³ µ·

O(nd
√

1/ log n)Á¹¯°Æ°
d
µ³ ½ º¶·³´½·´Å Ì �²ÇÉ ¼Æ¶¼ ¶³°À ½· ½¿» ¶³´ °¾¼ ¶·°·´µ½¿¿É ¸½³´°Æ

O(log n)
Æ½·À¶» µ×°À ½¿È¶Ö

Æµ´¯» ÊÍËÐ Ñ ®¯µ³ µ³ º¿¶³° ´¶ ´¯°
Ω(

√

log n/log log n)
¿¶¹°Æ Ç ¶²·À ÈµÓ°· µ· ÊÍ
Ð Ñ ®¯° ±²°³´µ¶· ¹¯°´¯°Æ

½ ¼ ¶¿É¿¶È½Æµ´¯» µº À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» ¸¶Æ ´¯° Â ÃÄ ¼Æ¶Ç¿°» °¾ µ³´³ µ³ ³´µ¿¿ ¶¼ °· Ñ
Ô· º¶·´Æ½³´ Ì ½ À°´°Æ» µ·µ³´µº Â ÃÄ ½¿È¶Æµ´¯» ¹µ´¯ Æ²··µ·È ´µ» °

O(log ∆ log∗ n)
°¾µ³´³ ¸¶Æ ßÆ¶¹´¯Ö

à¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ê�Ð Ì ¹¯µ¿° ´¯° Ç °³´ Ò·¶¹· ¿¶¹°Æ Ç ¶²·À ¸¶Æ ´¯µ³ º¿½³³ µ³
Ω(log∗ n)

Á°Ó°· ¸¶Æ Æ½·À¶» Ö
µ×°À ½¿È¶Æµ´¯» ³Å ÊÍ� Ì ÍÏÐ Ñ ®¯µ³ Æ½µ³°³ ´¯° ±²°³´µ¶· ¹¯°´¯°Æ Æ½·À¶» µ×½´µ¶· °·½Ç¿°³ ½ Æ²··µ·È ´µ» °
µ»¼Æ¶Ó°» °·´ ¶¸ ´¯° ³½» ° » ½È·µ´²À° ½³ µ· È°·°Æ½¿ ÈÆ½¼¯³ Ñ �²Æ Æ°³²¿´³ Ì ³²»» ½Æµ×°À µ· ´¯° ·°¾´
³°º´µ¶· Ì ³¯¶¹ ´¯½´ ²³µ·È Æ½·À¶» µ×½´µ¶· Ì ¶·° º½· µ·À°°À º¶»¼²´° ½ Â ÃÄ µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³
½¿» ¶³´ ½³ ±²µºÒ¿É ½³ ¹ µ´¯ ´¯° ¯°¿¼ ¶¸ Àµ³´½·º° µ·¸¶Æ» ½´µ¶· Ñ

������������

�²Æ » ½µ· º¶·´ÆµÇ²´µ¶· µ³ ½ ³É·º¯Æ¶·¶²³ Æ½·À¶» µ×°À Àµ³´ÆµÇ²´°À ½¿È¶Æµ´¯» ¸¶Æ º¶»¼²´µ·È ½ Â ÃÄ
µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ ¹ µ´¯

n
Ó°Æ´µº°³ Æ²··µ·È µ·

O(log log n log∗ n)
Æ¶²·À³ ¹ µ´¯ ¯µÈ¯ ¼Æ¶ÇÖ

½Çµ¿µ´ÉÑ �¼ °ºµ�º½¿¿ÉÌ ¸¶Æ ½·É �¾°À
k ≥ 1

´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Æ°±²µÆ°³ » ¶Æ° ´¯½·
O(log log n log∗ n)

Æ¶²·À³ µ³ ½´ » ¶³´
1/nk Ák ½�°º´³ ´¯° º¶·³´½·´ ¸½º´¶Æ ¯µÀÀ°· µ· ´¯° ½³É»¼´¶´µº·¶´½´µ¶· Å Ñ ®¯° ·¶À°³ Æ°±²µÆ° ¶·¿É ������� ! �" µ·¸¶Æ» ½´µ¶· ½Ç ¶²´ ´¯° ÈÆ½¼¯ Ì ½·À ½¿¿ » °³³½È°³ ½Æ°

¶¸ ³µ×°
O(log n)

Ñ

Î



®¯µ³ Æ²··µ·È ´µ» ° º¶»¼½Æ°³ ¶· ¶·° ³µÀ° ¹ µ´¯ ´¯°
O(log ∆ log∗ n)

Æ²··µ·È ´µ» ° ¶¸ ´¯° Ç °³´ Ò·¶¹·
À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» ¸¶Æ ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ê�Ð Ì ½·À ¶· ´¯° ¶´¯°Æ ³µÀ° ¹ µ´¯ ´¯°

O(log∗ n)Æ²··µ·È ´µ» ° ¶¸ ´¯° À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» ¹¯µº¯ ½³³²» °³ ´¯½´ ´¯° ÈÆ½¼¯ µ³ °»Ç °ÀÀ°À µ· ½ » °´Æµº
³¼½º° Ì ½·À Æ°±²µÆ°³ ´¯° ·¶À°³ ´¶ Ò·¶¹ ´¯° È°¶» °´Æµº Àµ³´½·º° ´¶ ´¯°µÆ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ÊÍÍÐ Ñ Ô· Óµ°¹ ¶¸ ´¯°
Ω(log∗ n)

¿¶¹°Æ Ç ¶²·À ¸¶Æ Æ½·À¶» µ×°À ½¿È¶Æµ´¯» ³ ÊÍ� Ì ÍÏÐ Ì ¶²Æ ³¶¿²´µ¶· µ³ º¿¶³° ´¶ ¶¼´µ» ½¿ Ñ
Ô´ µ³ ¹¶Æ´¯ ·¶´µ·È ´¯½´ ¶²Æ ½¿È¶Æµ´¯» ½º¯µ°Ó°³ ´¯° ¸½³´°³´ Ò·¶¹· º¶·³´½·´Ö¸½º´¶Æ ½¼¼Æ¶¾µ» ½´µ¶·

¸¶Æ ´¯° � ¶» µ·½´µ·È �°´ � Æ¶Ç¿°» µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ì ³µ·º° ½·É Â ÃÄ µ³ ½´ » ¶³´ �Ó° ´µ» °³
¿½ÆÈ°Æ ´¯½· ½· ¶¼´µ» ½¿ À¶» µ·½´µ·È ³°´ µ· ´¯µ³ º¿½³³ ¶¸ ÈÆ½¼¯³ ÊÍÛÐ Ñ

®¯° » ½µ· ´°º¯·µº½¿ ·¶Ó°¿´É µ·´Æ¶À²º°À ÇÉ ´¯µ³ ¼½¼ °Æ µ³ ½ ·°¹ Æ½·À¶» µ×°À ½¿È¶Æµ´¯» ´¶ �·À
½

2t
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¹ µ´¯ ¿¶¹ µ·À²º°À » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° µ·

O(t)
Æ¶²·À³ Ñ �Ó°· µ· È°·°Æ½¿ ÈÆ½¼¯³ Ì ¶²Æ

½¼¼Æ¶½º¯ �·À³ ½
O(log log ∆)

ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¹ µ´¯ µ·À²º°À À°ÈÆ°°
O(log5 n)

µ·
O(log log ∆)

Æ¶²·À³ Á¹ µ´¯
¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Å Ì ¹¯µº¯ » µÈ¯´ Ç ° ¶¸ µ·À°¼ °·À°·´ µ·´°Æ°³´ Ñ Ô· °½º¯ ³´°¼ ¶¸ ´¯µ³ ½¿È¶Æµ´¯» Ì ½ ³²Ç³°´ ¶¸
´¯° ·¶À°³ µ³ ³°¿°º´°À Ñ ®¯µ³ ³²Ç³°´ º¶·³µ³´³ ¶¸ ´¯Æ°° Àµ�°Æ°·´ ³°´³ Ì ¹¯µº¯ ½Æ° À°³µÈ·°À ³²º¯ ´¯½´ ´¯°µÆ
º¶»Çµ·½´µ¶· È²½Æ½·´°°³ ´¯° À°³µÆ°À Æ²¿µ·ÈÖ¼Æ¶¼ °Æ´É ½·À ½ Æ½¼µÀ¿É À°ºÆ°½³µ·È » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° Ñ ®¹¶
¶¸ ´¯°³° ³°´³ ½Æ° º¯¶³°· À°´°Æ» µ·µ³´µº½¿¿ÉÌ ½·À ´¯° ´¯µÆÀ ³°´ µ³ º¯¶³°· Æ½·À¶» ¿É ²³µ·È ½· ½¼¼Æ¶½º¯
Æ°³°»Ç¿µ·È �²ÇÉ �³ ½¿È¶Æµ´¯» Ì Ç²´ ¹ µ´¯ ½ Àµ� °Æ°·´ º¯¶µº° ¶¸ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´µ°³ Ñ

� � £¤ª« ¨ ¤ � ª� §¡§£ �

� �� 	
�� ��� ��
�
� ·°´¹¶ÆÒ µ³ » ¶À°¿°À ½³ ½· ²·ÀµÆ°º´°À ³µ»¼¿° ÈÆ½¼¯

G = (V,E)
¶·

n
·¶À°³ Ñ Õ¶Æ

V ′ ⊆ V
Ì ¹°

À°·¶´° ÇÉ
G[V ′]

´¯° ³²ÇÈÆ½¼¯ ¶¸
G

 ������ ÇÉ
V ′


 ´¯° Ó°Æ´°¾Ö³°´ ¶¸
G[V ′]

µ³
V ′

½·À ´¯° °ÀÈ°Ö³°´
º¶·³µ³´³ ¶¸ ´¯° °ÀÈ°³ ¶¸

G
¹µ´¯ Ç ¶´¯ °·À¼ ¶µ·´³ µ·

V ′
Ñ ®¯° � ������ Ç °´¹°°· ´¹¶ ·¶À°³

u, v ∈ V
µ³

´¯° ·²»Ç °Æ ¶¸ °ÀÈ°³ ¶¸ ½ ³¯¶Æ´°³´ ¼½´¯ º¶··°º´µ·È
u
½·À

v
µ·

G
½·À µ³ À°·¶´°À ÇÉ

d(u, v)
Ñ ®¯µ³

À°�·µ´µ¶· °¾´°·À³ ·½´²Æ½¿¿É ´¶ ´¯° Àµ³´½·º° Ç °´¹°°· ½ ·¶À° ½·À ½ ³°´ Ì ¶Æ Ç °´¹°°· ´¹¶ ³°´³ Ñ �°´ ´¯°
�� �� ������� ¶¸ ½ ·¶À°

u ∈ V
Ç °

N(u) := {u} ∪ {v ∈ V | (u, v) ∈ E} Ñ ®¯° �� �� ������� ¶¸ ½ ³°´
S ∈ V

µ³ À°�·°À ½³
N(S) := {u ∈ V | d(u, S) ≤ 1} Ñ � ¶´° ´¯½´ ´¯µ³ µ·º¿²À°³ S

µ´³°¿¸ Ñ Ø° À°�·° ´¯°
i
Ö�� �� �������

Ni(S)
¶¸

S
Æ°º²Æ³µÓ°¿É ½³

N0 := S
½·À

Ni(S) := N(Ni−1(S))
¸¶Æ

i > 0
Ñ ®¯° �  � �

dv¶¸ ½ ·¶À°
v ∈ V

µ³ ´¯° ³µ×° ¶¸
N(v)

Ì ´¯½´ µ³ Ì ´¯° À°ÈÆ°° ¶¸
v
¼¿²³ ¶·° � Ñ

∆
À°·¶´°³ ´¯° » ½¾µ»²»

À°ÈÆ°° ¶¸ ½·É ·¶À° µ·
G
Ñ Õ¶Æ º¶·Ó°·µ°·º° Ì ¹° À°�·°

∆ := ∆ + 1
Ñ

� ³°´
T ⊆ V

µ³ ³½µÀ ´¶ Ç °  ���� ����� � µ·
G
µ¸ ·¶ ´¹¶ ·¶À°³

u, v ∈ T
½Æ° ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ µ·

G
Ñ �·

µ·À°¼ °·À°·´ ³°´
T
µ³ ½ ���  ��� ����� ������  �� ¶¸

G
ÁÂ ÃÄÅ Ì µ¸ ·¶ ³²¼ °Æ³°´

T ′ ⊃ T
µ³ µ·À°¼ °·À°·´

µ·
G
Ñ Õ²Æ´¯°Æ Ì

T
µ³ ½

k
Ö �� � �� ��� µ¸ °Ó°ÆÉ ·¶À° ¶¸

G
µ³ ¹ µ´¯µ· Àµ³´½·º°

k
¸Æ¶» ³¶» ° ·¶À° ¶¸

T
Ñ � ¶´°

´¯½´ ½ Â ÃÄ µ³ ½
1
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ Ñ

� ÈÆ½¼¯
G
µ³ ½ !��" ��#$ ������ !��� � µ¸ ´¯°Æ° µ³ ½ º¿½³³ ¶¸ ÈÆ½¼¯³ C ½·À ½ ¸²·º´µ¶· fC

Ì ³²º¯
´¯½´ °Ó°ÆÉ

r
Ö·°µÈ¯Ç ¶Æ¯¶¶À

Nr(u)
¶¸ ½·É ·¶À°

u
µ·

G
¯½³ ½´ » ¶³´

fC(r)
µ·À°¼ °·À°·´ ·¶À°³ Ñ � ¶´°

´¯½´ ´¯° ¸²·º´µ¶·
fC
»²³´ ³¶¿°¿É À°¼ °·À ¶·

r
½·À C Ñ Ø ¯µ¿° Àµ³º²³³µ·È ´¯° ½³É»¼´¶´µº Æ²··µ·È ´µ» °¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ³ Ì ¹° ½³³²» ° ´¯½´ °½º¯ µ·¼²´ ÈÆ½¼¯

G
Ç °¿¶·È³ ´¶ ´¯° ³½» ° º¿½³³ C Á¸¶Æ °¾½»¼¿° ½¿¿

�·µ´ � µ³Ò ÈÆ½¼¯³Å Ñ
®¯Æ¶²È¯¶²´ ´¯° ¼½¼ °Æ Ì ¹° ²³°

log x
´¶ À°·¶´° ´¯° Çµ·½ÆÉ ¿¶È½Æµ´¯» ¶¸

x
Ì ½·À

ln x
¸¶Æ ´¯° ·½´²Æ½¿

¿¶È½Æµ´¯» ¶¸
x
Ñ

%&'()
+1
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� �� � 
���

�������
 � ��
�
Ô· ´¯µ³ ¼½¼ °Æ ¹° °»¼¿¶É ´¯° ³É·º¯Æ¶·¶²³ � ����� �#� ��� �� »¶À°¿ ½³ ½ ¸Æ½» °¹¶ÆÒ ¸¶Æ ¶²Æ ½¿È¶Æµ´¯» Ñ
®¯° ¹ µÆ°¿°³³ ½À ¯¶ º ·°´¹¶ÆÒ µ³ » ¶À°¿°À ½³ ½ ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯ Ñ ®¹¶ ·¶À°³ º½· ÀµÆ°º´¿É
º¶»»²·µº½´° µ¸ ½· °ÀÈ° µ³ ¼Æ°³°·´ Ç °´¹°°· ´¯° º¶ÆÆ°³¼ ¶·Àµ·È ·¶À°³ µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ Ñ Ô· °½º¯ Æ¶²·À Ì
°½º¯ ·¶À° º½· ³°·À ½ » °³³½È° ¶¸ ³µ×°

O(log n)
Çµ´³ ´¶ °½º¯ ¶¸ µ´³ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ñ 	 °³³½È°³ Ç °´¹°°·

Àµ³´½·´ ·¶À°³ »²³´ Ç ° ¸¶Æ¹½ÆÀ°À Óµ½ µ·´°Æ» °Àµ½´° ·¶À°³ Ñ ®¯° ·¶À°³ ½Æ° ³¶¿°¿É ¼Æ¶ÓµÀ°À ¹ µ´¯ ¿¶ º½¿
������� ! �" µ·¸¶Æ» ½´µ¶· Ì µ Ñ° Ñ ½·É ·¶À° Ò·¶¹ ³ ¶·¿É ½Ç ¶²´ µ´³ ÀµÆ°º´ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ñ �¶·³°±²°·´¿ÉÌ ´¯°É
» ½É ·¶´ Ò·¶¹ ´¯° ¸²¿¿ ·°´¹¶ÆÒ ´¶¼ ¶¿¶ÈÉ Á·¶Æ ´¯° ·²»Ç°Æ ¶¸ ·¶À°³Å ½·À º½··¶´ ³°·³° ´¯° Á¿¶ º½¿Å
°»Ç °ÀÀµ·È ¶¸ ´¯° ·°´¹¶ÆÒ Ñ Õ¶Æ µ·³´½·º° Ì ´¯°É º½··¶´ » °½³²Æ° Àµ³´½·º°³ Ç °´¹°°· ·¶À°³ Ñ

®¯° º¶»¼¿°¾µ´É ¶¸ ½· ½¿È¶Æµ´¯» µ³ ´¯° ·²»Ç °Æ ¶¸ Æ¶²·À³ Æ°±²µÆ°À ¸Æ¶» µ´³ ³´½Æ´ ²·´µ¿ µ´³ º¶»¼¿°Ö
´µ¶· µ· ´¯° ¹¶Æ³´Öº½³° Á¹ µ´¯ Æ°³¼ °º´ ´¶ ´¯° ·°´¹¶ÆÒ ´¶¼ ¶¿¶ÈÉ ½·À ´¶ ´¯° ½³³µÈ·» °·´ ¶¸ ´¯° µÀ°·´µ�°Æ³
´¶ ´¯° ·¶À°³Å Ñ � ³³²» µ·È ½· ½¿Æ°½ÀÉ °³´½Ç¿µ³¯°À ¼¯É³µº½¿ ¿½É°Æ Ì ¹° À¶ ·¶´ º¶·³µÀ°Æ º¶¿¿µ³µ¶· ½·À
µ·´°Æ¸°Æ°·º° µ³³²°³ Ñ

� � §�¡¢§�¥¡ª¤ 	
� ¨«�£¢§¡
�

Ô· ´¯µ³ ³°º´µ¶· Ì ¹° ¼Æ°³°·´ � ¿È¶Æµ´¯» ����������� Ì ¹¯µº¯ º¶»¼²´°³ ½ Â ÃÄ µ· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À
ßÆ½¼¯³ µ·

O(log log n log∗ n)
Æ¶²·À³ Ì ¹ µ´¯ Ó°ÆÉ ¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÑ Õ µÆ³´ Ì ¹° ¶²´¿µ·° ´¯° ³´Æ²º´²Æ° ¶¸

´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Ñ
Ô· ´¯° � Æ³´ ¼¯½³° ¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» ����������� Ì ½ ³²Ç³°´

T ⊆ V
¶¸

G
�³ ·¶À°³ µ³ ³°¿°º´°À Ì ³²º¯

´¯½´

• T
µ³ ½

O(log log n)
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¶¸

G
Ì ½·À

• ´¯° ³²ÇÈÆ½¼¯ µ·À²º°À ÇÉ T
¯½³ ½ » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸

O(log5 n)
Ñ

®¯µ³ ³°´ µ³ ¶Ç´½µ·°À ÇÉ Æ°¼ °½´°À¿É ½¼¼¿Éµ·È ´¯° � ¿È¶Æµ´¯» �������� Á³°° Ç °¿¶¹ Å Ì ²³µ·È
V
½³ ´¯°

µ·µ´µ½¿ ³°´ Ñ ®¯°· µ· ½ ³°º¶·À ¼¯½³° Ì ´¯° ³°´
T
µ³ ¸²Æ´¯°Æ ´¯µ··°À ¶²´ Ì ³²º¯ ´¯½´ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ³°´

¶¸ ·¶À°³
T ′
µ³ ½·  ���� ����� �

O(log log n)
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¶¸

G
Ñ � ³ µ· ´¯° � Æ³´ ¼¯½³° Ì ´¯µ³ µ³ ½º¯µ°Ó°À

ÇÉ Æ°¼ °½´°À¿É ³°¿°º´µ·È ¼½Æ´µº²¿½Æ ³²Ç³°´³ ¶¸ ´¯° ¼Æ°Óµ¶²³ ³°´ Á³´½Æ´µ·È ¹ µ´¯
T
Å Ñ Õ µ·½¿¿ÉÌ µ· ½ ´¯µÆÀ

¼¯½³° Ì ´¯µ³ ³¼½Æ³° µ·À°¼ °·À°·´ ³°´
T ′
µ³ °¾´°·À°À µ·´¶ ½ » ½¾µ» ½¿ µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ Ñ

®¯° » ½µ· ·¶Ó°¿´É ¶¸ ¶²Æ ½¼¼Æ¶½º¯ ¿µ°³ µ· ´¯° � Æ³´ ¼¯½³° ¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Ì ¹¯°Æ° ´¯° ��� �� ���
¶¸ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° µ·À²º°À ÇÉ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ·¶À°³ À°ºÆ°½³°³ � ��� ��� ��� �" µ· °½º¯ ³´°¼ Ì ²³µ·È
Æ½·À¶» µ×½´µ¶· Ñ Õ¶Æ ´¯° ³°º¶·À ½·À ´¯° ´¯µÆÀ ¼¯½³° Ì ¹° ²³° ´¹¶ À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» ³ ¸Æ¶» Ê�Ð Ñ

� ¶´° ´¯½´ ´¯° ´Æ½·³µ´µ¶· ¸Æ¶» ´¯° � Æ³´ ¼¯½³° ´¶ ´¯° ³°º¶·À µ³ ´ÆµÈÈ°Æ°À ÇÉ ½ ´¯Æ°³¯¶¿À ¶¸
O(log5 n)¸¶Æ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ÈÆ½¼¯ Ñ �¶´ Ò·¶¹ µ·È

n
Ì ´¯° ·¶À°³ º½··¶´ Ò·¶¹ ¹ µ´¯µ·

Æ°½³¶·½Ç¿° ´µ» ° Áµ Ñ° ÑÌ ¿¶ º½¿¿É Å ¹¯°· ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¯½³ Ç °°· Æ°À²º°À °·¶²È¯ Ñ ®¯µ³ µ³ ¹¯É ¹°
� µ·´°Æ¿°½Ó°� ´¯° °¾°º²´µ¶·³ ¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ³ ¸¶Æ ´¯° � Æ³´ ´¹¶ ¼¯½³°³ Ñ Ø° ¹ µ¿¿ ½ÆÈ²° ´¯½´ ´¯µ³ À¶ °³
·¶´ ¯½Æ» ´¯° °� °º´µÓ°·°³³ ¶¸ °µ´¯°Æ ¼¯½³° Ñ

®¯° ·°¾´ ³°º´µ¶·³ À°³ºÆµÇ ° ´¯° Ç²µ¿Àµ·È Ç¿¶ ºÒ³ ¶¸ ¶²Æ ½¿È¶Æµ´¯» µ· » ¶Æ° À°´½µ¿ Ñ Ø° ¹ µ¿¿ ³¯¶¹
´¯½´ °½º¯ ¼¯½³° Æ°±²µÆ°³ ½´ » ¶³´

O(log log n log∗ n)
Æ¶²·À³ Á�¯½³° Í ²³°³

O(log log ∆)
Æ¶²·À³ ¹ µ´¯

¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Å Ì ¿°½Àµ·È ´¶ ´¯° ¸¶¿¿¶¹ µ·È Æ°³²¿´ Ñ
�������  ! "� ��� ��  � �� � ������  � �� ��� �� ��� ���� ���� � ��� � #$% & �� ��" !��" ��#$ ������
!��� � G

"  ��  �
O(log log n log∗ n)

������ '"  �� �  �� � ����� � �"( �& �"��������� � � �� �� ��� ���� �#
��� ��  � �� � � ����� �#� ���  �� � ����) * � � � ����� �� ��� �& �  � �

O(log n)
)

Ë



S

U

R

G

ÕµÈ²Æ° Í 
 Ô¿¿²³´Æ½´µ¶· ¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» �������� Ñ ®¯° ³°´³ S Ì B ½·À G Ì ¹¯µº¯ ½Æ° ÀÆ½¹·½³ � ¿¿°À Àµ³Ò³ Ì Æ°» ½µ· µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ Ñ ®¯°µÆ ²·µ¶· S ∪ B ∪ G µ³ ½ ÎÖÆ²¿µ·È ³°´ ¶¸ G
Ñ

� �� ����
 � � �
O(log log n)

��� ���
 �
� � ��� �� � �� �����
� �

�


®¯µ³ ¼¯½³° º¶·³µ³´³ ¶¸ Æ°¼ °½´°À ½¼¼¿µº½´µ¶·³ ¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» �������� 
 �°´

T1
Ç ° ´¯° ³°´ ¶¸ ·¶À°³

Æ°´²Æ·°À ÇÉ ´¯° � Æ³´ °¾°º²´µ¶· ¶¸ �������� Ñ ®¯µ³ ³°´ µ·À²º°³ ½ ÈÆ½¼¯
G[T1]

Ì ¶· ¹¯µº¯ ��������
µ³ ½¼¼¿µ°À ½È½µ· Ì Éµ°¿Àµ·È

T2
½·À ½ ·°¹ ÈÆ½¼¯

G[T2]
Ñ Ô· ´¯µ³ ¹½ÉÌ ¹° ¶Ç´½µ· ³°´³

Ti
¹¯µº¯ ½Æ°

µ·ºÆ°½³µ·È¿É ³¼½Æ³° Ì ¹¯µ¿° ½´ ´¯° ³½» ° ´µ» ° Æ°» ½µ·µ·È
O(log log n)

ÖÆ² ¿µ·È Ñ
®¯° º°·´Æ½¿ µÀ°½ Ç °¯µ·À � ¿È¶Æµ´¯» �������� µ³ ´¶ º¯¶¶³° ½ Æ½·À¶» ³²Ç³°´ ¶¸ ½¿¿ ·¶À°³ Ì ³²º¯

´¯½´ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯° µ·À²º°À ³²ÇÈÆ½¼¯ À°ºÆ°½³°³ Æ½¼µÀ¿ÉÌ µ Ñ° ÑÌ ¸Æ¶»
∆
´¶

∆c ¹µ´¯ c < 1
Ì

Ç²´ ½³³²Æµ·È ´¯½´ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ³°´ ¶¸ ·¶À°³ µ³ ½
2
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¶¸ ´¯° ¼Æ°Óµ¶²³ ÈÆ½¼¯ Ñ ®¯° Ò°É

±²°³´µ¶· ´¯°· µ³ ¯¶¹ ´¶ º¯¶¶³° ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´µ°³ ³²º¯ ´¯½´ ·¶À°³ ¹ µ´¯ ¿½ÆÈ° À°ÈÆ°° ¹ µ¿¿ ¯½Ó° ³» ½¿¿
À°ÈÆ°° ½¸´°Æ¹½ÆÀ³ 
 Ô¸ ½¿¿ ·¶À°³ ¯½Ó° ´¯° ³½» ° À°ÈÆ°°

d
Ì ½·À °½º¯ ·¶À° À°ºµÀ°³ µ·À°¼ °·À°·´¿É ¹ µ´¯

¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É
p = 1/d1/4 ¹¯°´¯°Æ ´¶ ³´½É µ· ´¯° ³°´ Ì ´¯°· ´¯° °¾¼ °º´°À À°ÈÆ°° µ³ d3/4 Ñ ®¯µ³ ½º¯µ°Ó°³ ´¯½´

´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° Á¶Æ Ì º¶ÆÆ°³¼ ¶·Àµ·È¿ÉÌ ³µ×°Å À°ºÆ°½³°³ ¸Æ¶»
∆
´¶

∆c ¹µ´¯ ¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÌ ½·À
¸²Æ´¯°Æ» ¶Æ° ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´ ½ ·¶À° ��� �� � ¶¸ µ´³ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ¿°½Ó° ´¯° ³°´ µ³ Æ½´¯°Æ ¿¶¹ Ñ � ¿°½Æ¿ÉÌ
¹¯°· ·¶À°³ ¯½Ó° Àµ�°Æ°·´ À°ÈÆ°°³ Ì ´¯°É ¹ µ¿¿ ²³° Àµ�°Æ°·´ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´µ°³ Ì ³¶ ´¯° ½Ç ¶Ó° Æ°½³¶·µ·È À¶ °³
·¶´ ¹¶ÆÒ Ñ � ³ ¹° ¹ µ¿¿ ³°° ¯¶¹°Ó°Æ Ì µ¸ ´¯° À°ÈÆ°°³ ¶¸ ·°µÈ¯Ç ¶Æµ·È ·¶À°³ À¶ ·¶´ Àµ� °Æ ´¶ ¶ »²º¯ Ì ´¯°·
¶·° º½· ³´µ¿¿ ¶Ç´½µ· ½ ³µ» µ¿½Æ¿É ¸½³´ À°ºÆ°½³µ·È » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° Á¹ µ´¯ ¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Å Ñ

����� 	
��  
 ��������
��
�
 
 � ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯

G = (V,E)
Ñ

��

�
 
 � ÎÖÆ²¿µ·È ³°´
T ⊆ V

¶¸
V
Ñ

R := ∅�

S := {u ∈ V
∣

∣ d2
u < dv

¸¶Æ ³¶» °
v ∈ N(u)}�

U := N(S)\S�

B := V \U Á B µ³ ´¯° ³°´ ¶¸ ���� � ·¶À°³ Å�
�½º¯

u ∈ B µ·À°¼ °·À°·´¿É � ¶µ·³ R ¹µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É
p = 1

d
1/4

u

Ñ ÁR µ³ ´¯° ³°´ ¶¸ ��� ·¶À°³Å�

G := B\(N(R) ∪ N(U))
Á³°´ ¶¸ � ��� � ·¶À°³Å 

��
���
T := S ∪ R ∪ G!

� ¿È¶Æµ´¯» �������� ¹¶ÆÒ³ ½³ ¸¶¿¿¶¹ ³ Á³°° ÕµÈ²Æ° ÍÅ 
 ÕµÆ³´ Ì ·¶À°³ ¹¯µº¯ ¯½Ó° ½ ·°µÈ¯Ç ¶Æ ¹ µ´¯
³µ×° »²º¯ ¿½ÆÈ°Æ ´¯½· ´¯°µÆ ¶¹· Ò·¶¹ ´¯½´ ´¯°É ¯½Ó° ½ Æ°¿½´µÓ°¿É ¿¶¹ ³µ×° Ì ³¶ ´¯°É º½· ³µ»¼¿É ³´½É
µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ ¸¶Æ ´¯° ·°¾´ Æ¶²·À Á´¯µ³ µ³ ´¯° ³°´ S µ· ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Å Ñ �ÀÀµ´µ¶·½¿¿ÉÌ ´¯°µÆ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³

Û



Á³°´ U µ· ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Å º½· ³½¸°¿É ¿°½Ó° ´¯° ÈÆ½¼¯ Ç °º½²³° ´¯°É ½Æ° ³²Æ° ´¶ ¯½Ó° ½ ·°µÈ¯Ç ¶Æ ¹¯¶
³´½É³ Ñ � ¿¿ ¶´¯°Æ ·¶À°³ ´¯°· ¯½Ó° ¶·¿É ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ¹ µ´¯ ³µ» µ¿½Æ ³µ×°³ Ñ Ø° Æ°¸°Æ ´¶ ´¯°³° ·¶À°³ ½³ ���� �
·¶À°³ ½·À À°·¶´° ´¯°» ÇÉ ´¯° ³°´ B Ñ � ���� � ·¶À°

u
Ç °º¶» °³ ��� Á½·À ³´½É³ µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ Å ¹ µ´¯

¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É
p = 1/d

1/4
u
Ñ ®¯° Æ°³¼ °º´µÓ° ³°´ µ³ º½¿¿°À R µ· � ¿È¶Æµ´¯» �������� Ñ Õ µ·½¿¿ÉÌ ¹ µ´¯ ¿¶¹

¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÌ ´¯°Æ° » ½É Ç ° ���� � ·¶À°³ ¸¶Æ ¹¯µº¯ ·¶ ·¶À° ¹ µ´¯µ· Àµ³´½·º° ´¹¶ ³´½É³ µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ Ñ Ô·
¶ÆÀ°Æ ´¶ È²½Æ½·´°° ´¯°

2
ÖÆ² ¿µ·È ¼Æ¶¼ °Æ´É Áµ· º¶·´Æ½³´ ´¶ » °Æ°¿É Ò·¶¹ µ·È ½ ¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Ç ¶²·À

¸¶Æ µ´Å Ì ¹° ½ÀÀ ´¯°³° ·¶À°³ ´¶ ´¯° ³°´ ¶¸ � ��� � ·¶À°³ G ¹¯µº¯ ½¿³¶ ³´½É³ µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ � ÑÕ¶Æ º¶·Ó°·µ°·º° Ì ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» µ³ ¸¶Æ»²¿½´°À µ· ½ È¿¶Ç½¿ ¸½³¯µ¶· Ì Ç²´ ½ Àµ³´ÆµÇ²´°À Ó°Æ³µ¶· Ì ¹¯°Æ°
°½º¯ ·¶À° º½· °¾°º²´° ´¯°³° ³´°¼³ ÇÉ º¶»»²·µº½´µ·È ¶·¿É ¹ µ´¯ µ´³ ÀµÆ°º´ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ì µ³ µ»» °Àµ½´° Ñ

��� ��� 	�

Ô· ´¯° ¸¶¿¿¶¹ µ·È Ì ¹° ¼Æ¶Ó° ´¯½´ ¹ µ´¯ ¯µÈ¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÌ µ´°Æ½´µ·È � ¿È¶Æµ´¯» �������� ¸¶Æ
O(log log n)´µ» °³ Éµ°¿À³ ½

O(log log n)
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¹¯¶³° µ·À²º°À ³²ÇÈÆ½¼¯ ¯½³ ½ » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸

O(log5 n)
Ñ

Õ µÆ³´ Ì ¹° °¾½» µ·° ´¯° Æ²¿µ·È ¼Æ¶¼ °Æ´É ¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» �������� ¹¯°· ½¼¼¿µ°À Æ°¼ °½´°À¿ÉÑ
���� � � ! *& ���  ����� �� * �� �� ��� ��������

t
� � ��� �� � ���� � �� ���

Tt
 � �

2t
#�� � �� ���)

� ���& ) �¶·³µÀ°Æ ½· µ´°Æ½´µ¶· ¸Æ¶»
Ti
´¶

Ti+1
Ñ �¶´° ´¯½´ ½¸´°Æ °Ó°ÆÉ °¾°º²´µ¶·

i
¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» �����

���� Ì ´¯° ³°´³ S Ì U ½·À B ¸¶Æ» ½ ¼½Æ´µ´µ¶· ¶¸
Ti
Ñ �·É ·¶À° µ· S ³´½É³ µ· ´¯° ³°´ Ñ �·É ·¶À° µ· Uµ³ À¶» µ·½´°À ÇÉ ³¶» ° ·¶À° µ· S Ñ R∪ G µ³ ÇÉ º¶·³´Æ²º´µ¶· ½ À¶» µ·½´µ·È ³°´ ¶¸ B\N(U)

Ñ ®¯²³ Ì ´¯°
¶·¿É ·¶À°³ µ·

Ti
´¯½´ » ½É ·¶´ Ç ° À¶» µ·½´°À ÇÉ S ∪ R ∪ G ½Æ° ´¯¶³° µ·

N(U)\U Ñ ®¯°³° ·¶À°³ ÇÉÀ°�·µ´µ¶· ¯½Ó° ½ ÎÖ¯¶¼ ·°µÈ¯Ç ¶Æ µ· S Ñ ®¯²³ Ì ½¸´°Æ °½º¯ µ´°Æ½´µ¶· Ì S ∪ R ∪ G µ³ ½ ÎÖÆ²¿µ·È ³°´ ¶¸ Ti
Ñ

®¯° º¿½µ» ·¶¹ ¸¶¿¿¶¹ ³ ÇÉ µ·À²º´µ¶· ¶Ó°Æ
i
Á½³ µ· µ´µ½¿¿ÉÌ

T0 = V
µ³ ½

0
ÖÆ² ¿µ·È ³°´Å Ñ

Õ¶Æ ´¯° ¸²Æ´¯°Æ ½·½¿É³µ³ Ì ¹° º¶·³µÀ°Æ ¶·¿É ¶·° °¾°º²´µ¶· ¶¸ � ¿È¶Æµ´¯» �������� ¶· ´¯° ÈÆ½¼¯
G = (V,E)

Ñ �²Æµ·È ´¯° °¾¼ ¶³µ´µ¶· ½·À ´¯° ½·½¿É³µ³ ¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ³ Ì ´¯° ³µ×°³ ½·À ·°µÈ¯Ç ¶Æ³
¶¸ ½ ·¶À° ½Æ° ´¶ Ç ° ²·À°Æ³´¶¶À ¹ µ´¯ Æ°³¼ °º´ ´¶ ´¯° º²ÆÆ°·´ ÈÆ½¼¯ Ñ Ô· ´¯° ½·½¿É³µ³ ¹° º¯¶¶³° ´¯°
º¶·³´½·´³ ±²µ´° ½ÆÇµ´Æ½Æµ¿É ´¶ Éµ°¿À ³µ»¼¿° ´°Æ» ³ Ñ ®¯µ³ ¶·¿É ½� °º´³ º¶·³´½·´ ¸½º´¶Æ³ µ· ´¯° Æ²··µ·È
´µ» ° Ñ

®¯° � Æ³´ ¿°»» ½ ³´½´°³ ´¯½´ ´¯° ³µ×°³ ¶¸ ·°µÈ¯Ç ¶Æµ·È ·¶À°³ µ· B À¶ ·¶´ Àµ�°Æ ´¶ ¶ »²º¯ Ñ
���� � 	 ! 
�� ��"

u ∈ B � ��� & �� ����
v ∈ N(u)

� " � ��!�

(dv)
1/2 ≤ du ≤ (dv)

2.

� ���& ) àÉ ´¯° ¿°»» ½ �³ ½³³²»¼´µ¶· Ì
u /∈ S ½·À ´¯²³

v /∈ S Ñ � ³
u /∈ S Ì ¹° ¯½Ó° d2

u ≥ maxq∈N(u) dq ≥
dv
Ì ³¶ ´¯° � Æ³´ µ·°±²½¿µ´É ¸¶¿¿¶¹ ³ Ñ �µ» µ¿½Æ¿ÉÌ ´¯° ³°º¶·À µ·°±²½¿µ´É ¯¶¿À³ ÇÉ °¾º¯½·Èµ·È

u
½·À

v
Ñ

���� � � ! "� � � ����� � �" ���� � ����
u ∈ B "  ��

d := du ≥ k2 ln2 n
����� �� � 
���  � �� � �� � 1

nk

�
& ��

k > 1
)

� ���& ) �°´
u ∈ B Ç ° ½ ·¶À° ¹ µ´¯ ´¯° ¼Æ¶¼ °Æ´É ´¯½´

N(u)
º¶·³µ³´³ ¶¸ ¶·¿É ���� � ·¶À°³ Ñ �·¿É ³²º¯

·¶À°³ » ½É ¼¶´°·´µ½¿¿É Ç °º¶» ° � ��� � Ñ Ô¸ Ì ½¸´°Æ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» �³ °¾°º²´µ¶· Ì ¶·° ¶¸ ´¯° ·¶À°³ µ·
N(u)Ç °º¶» °³ ��� ´¯°·

u
À¶°³ ·¶´ Ç °º¶» ° � ��� � Ñ

��3, -*)5,(*� /'- ��,5 0(*� 4,34-,/67 (/ �3502 )5� +- /3 2-�*-
G := B\(N2(R) ∪ N(U))

7 85/ ,-4 01+(*�
N2(R)

86
N(R)

)(.40(�-) /'- 1*106)() :

Ú



� ³ ´¯°
d − 1

·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ½Æ° ½¿¿ ���� � Ì ´¯°µÆ ³µ×°³ ½Æ° ½¿¿ ½´ » ¶³´
d2 ÇÉ �°»» ½ Ï Ñ ®¯²³ Ì °½º¯ ¶¸

´¯°» Ç°º¶» °³ ��� ¹µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ ¿°½³´ 1
d1/2

Ñ ®¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´ ·°µ´¯°Æ
u
·¶Æ ½·É ¶¸ µ´³

d− 1·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ç °º¶» ° ��� µ³ ´¯°Æ°¸¶Æ° ½´ » ¶³´
(

1 − d−1/2
)d

≤ e−d1/2

,

²³µ·È ´¯° Ç½³µº µ·°±²½¿µ´É
1 − x ≤ e−x Ñ �¶ ¸¶Æ

d ≥ k2 ln2 n
Ì ¹° ¯½Ó°

P [u
Ç °º¶» °³ � ��� �

] ≤ 1
nk

Ñ
� ³ ¹° ³¯¶¹ µ· ´¯° ¸¶¿¿¶¹ µ·È �°»» ½³ Ì ½³ ¿¶·È ½³ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°°

∆
¶¸

G
µ³ ½´ ¿°½³´

Ω(log5 n)¶·° µ´°Æ½´µ¶· ¶¸ �������� ½¿» ¶³´ ³²Æ°¿É À°ºÆ°½³°³
∆
¶¸ ´¯° ÈÆ½¼¯ ´¶

2∆
7/8 ¶Æ Ç °¿¶¹ Ñ

���� � � ! 
�� ��"
k > 1

� �� � � ����� � �" ���� � ����� ����
u ∈ B "  ��

d ≥ 9k2 ln2 n
��� � ��� ����

2d7/8 
�� �� �� ���� ' � ���� ��  ����& (  � �� � ��� 1
nk

)

� ���& ) � °º½¿¿ ´¯½´ °½º¯ ���� � ·¶À°
v
Ç °º¶» °³ ��� ¹µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É 1

d
1/4

v

Ì µ·À°¼ °·À°·´ ¶¸ ´¯° º¯¶µº°³
¶¸ µ´³ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ñ

�°´
X
Ç ° ´¯° ·²»Ç°Æ ¶¸ ��� ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ¶¸

u
Ì ¼ ¿²³ ¶·° µ¸

u
µ³ ��� Ì µ Ñ° ÑÌ

X := |N(u) ∩ R| Á´¯µ³¼ ¶³³µÇ ¿É µ·º¿²À°³
u
µ´³°¿¸ Å Ñ

X
µ³ ½ Æ½·À¶» Ó½Æµ½Ç¿° ¹¯µº¯ µ³ ´¯° ·²»Ç °Æ ¶¸ ³²ºº°³³°³ µ·

d
µ·À°¼ °·À°·´

� � ���� �� ��� Á³°° ° ÑÈ Ñ ÊÍÚÐÅ Ì ¹¯°Æ° ½ �³²ºº°³³� »°½·³ ´¯½´ ³¶» ° ·°µÈ¯Ç ¶Æ ¶¸
u
Á¶Æ

u
µ´³°¿¸ Å � ¶µ·³

R Ñ � ½º¯ ¶¸ ´¯°³° ´Æµ½¿³ Á¶¸ � ¶µ·µ·È RÅ » ½É ¯½Ó° ½ Àµ�°Æ°·´ ³²ºº°³³ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÌ Ç²´ ÇÉ �°»» ½ Ï ½¿¿
·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ¶¸

u
Á½·À

u
µ´³°¿¸ Å ¯½Ó° ³µ×° ½´ ¿°½³´

d1/2 Ì ³¶ °½º¯ ·°µÈ¯Ç ¶Æ ¶¸ u
Á½·À

u
´¶¶Å � ¶µ·³ ¹ µ´¯

¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ » ¶³´ 1
d1/8

Ñ � ¿°½Æ¿ÉÌ
E [X] ≤ d · 1

d1/8
= d7/8 Ñ � ³µ·È ´¯° �¯°Æ·¶� Ç¶²·À ÊÏÐ

P [X ≥ (1 + δ)E [X]] ≤ e−E[X]δ2/3 ¸¶Æ
0 < δ ≤ 1,

¹µ´¯
δ = 1

½·À
d ≥ 9k2 ln2 n

Ì ¹° ¶Ç´½µ·

P
[

X ≥ 2d7/8
]

≤ e−
1

3
d7/8 ≤ e−(k ln n) ≤ 1

nk
.

���� � � ! "� � � ����� � �" ���� � ����
u ∈ B "  ��

d := du ≥ 9k4 ln4 n
��� � ��� ����

2d7/8 �� �� ����
' ����� ��  ����& (  � R ∪ G  � �� � �� � 2

nk−1

�
k > 1

)

� ���& ) �°´
A
Ç ° ´¯° °Ó°·´ ´¯½´

u
¯½³ » ¶Æ° ´¯½·

2d7/8 ��� ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ì ½·À ¿°´
B
Ç ° ´¯° °Ó°·´ ´¯½´

u¯½³ ½·É � ��� � ·°µÈ¯Ç ¶Æ Ñ àÉ �°»» ½ Ï Ì ½¿¿ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ ¶¸
u
¯½Ó° ½´ ¿°½³´ ³µ×°

3k2 ln2 n
Ì ³¶ ÇÉ �°»» ½ Ë

°Ó°ÆÉ ·°µÈ¯Ç ¶Æ ¶¸
u
Ç °º¶» °³ � ��� � ¹µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ » ¶³´ 1

nk

Ñ ÕÆ¶» ´¯° ²·µ¶· Ç ¶²·À	 Ì µ´ ¸¶¿¿¶¹ ³
´¯½´ ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ¶¸

u
¯½Óµ·È ½·É � ��� � ·°µÈ¯Ç ¶Æ µ³ ½´ » ¶³´ 1

nk−1

Ì Ç °º½²³°
u
º½· ¯½Ó° ½´ » ¶³´

n·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ñ
� ³µ·È ´¯µ³ ¸½º´ ½·À �°»» ½ Û ¸¶Æ ´¯° ³°º¶·À µ·°±²½¿µ´ÉÌ ¹° ¯½Ó°

P [A ∪ B] ≤ P [A] + P [B] ≤ 1

nk
+

1

nk−1
≤ 2

nk−1
.
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P

ˆ
Sn

i=1
Ei

˜

≤
Pn

i=1
P [Ei]
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���� � � ! ���
∆

�� �� � ���  ��� ��� ��� �& �� � �� �� ��� �  ������ �"
Ti

�& ���
i ≥ 0

 ����� ��� �&
* �� �� ��� �������� '����� �

∆ = ∆ + 1
( ) * ���� � ����

∆ ≥ 6k5 ln5 n
�

k > 2
) *& ��� ��� � ���

 ����� �� � �� � ���  ��� � � � �& �� � �� �� ��� �  ������ �"
Ti+1

 � �� � �� �
2∆

7/8 "  �� � ����� � �" ��
���� �

1 − 2
nk−2

)

� ���& ) �¶·³µÀ°Æ ½·É ·¶À°
u ∈ Ti

¹µ´¯
du ≥ 2∆

7/8 Ñ ®¯µ³ ·¶À° ¹ µ¿¿ ¶·¿É Ç ° µ·
Ti+1

½¸´°Æ ´¯° ·°¾´
µ´°Æ½´µ¶· µ¸ µ´ µ³ µ· S ∪ R ∪ G Ñ � ¶¹°Ó°Æ Ì º¿°½Æ¿É

u
º½··¶´ Ç ° µ· S ÁÇ °º½²³° ¶´¯°Æ¹ µ³° ´¯°Æ° ¹¶²¿À

°¾ µ³´ ½ ·¶À°
v
¹µ´¯

dv > d2
u ≥ 4∆

14/8 ≥ ∆
Ì ½ º¶·´Æ½Àµº´µ¶· ÑÅ Ñ �¶

u
µ³ °µ´¯°Æ µ· R ¶Æ µ· G Ñ 	 ¶Æ°¶Ó°Æ Ì

ÇÉ º¶·³´Æ²º´µ¶· ½·É ·¶À° µ· B ¯½³ ·¶ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ µ· S Ì ³¶ µ´³ ³µ×° µ³ ´¯° ·²»Ç°Æ ¶¸ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ µ· R∪G Ñ
� ³

du ≥ 2∆
7/8 ≥ 2(6k5 ln5 n)7/8 ≥ 9k4 ln4 n

Ì �°»» ½ Ú º½· Ç ° ½¼¼¿µ°À Ì ³¶ ´¯° ³µ×°
d′u

¶¸
u
½¸´°Æ

´¯° µ´°Æ½´µ¶· ³½´µ³�°³
d′u ≤ 2∆

7/8 ¹µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ ¿°½³´
1 − 2

nk−1

Ñ � °·º° ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´
½·É ¶¸ ´¯° ·¶À°³ ¹ µ´¯ ³µ×°

d ≥ 6k5 ln5 n
¯½³ ½ ³µ×° ≥ 2∆

7/8 µ³ ½´ » ¶³´ 2
nk−2

Ì ½È½µ· ²³µ·È ´¯° ²·µ¶·
Ç ¶²·À Ñ

®¯° ½Ç ¶Ó° Ç ¶²·À³ ´¶È°´¯°Æ Éµ°¿À ½ ¯µÈ¯Ö¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Ç ¶²·À ¸¶Æ ´¯° ·²»Ç °Æ ¶¸ �������� µ´°Æ½Ö
´µ¶·³ Æ°±²µÆ°À ´¶ Æ°À²º° ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ´¶ ¼ ¶¿É ¿¶È½Æµ´¯» µº ³µ×° Ñ � ¶´° ´¯½´ ´¯µ³ Æ°³²¿´ ¯¶¿À³
¸¶Æ ½ÆÇµ´Æ½ÆÉ ÈÆ½¼¯³ Ì ·¶´ ¶·¿É ¸¶Æ ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ñ
������� � ! 
�� ��" ���� ����

k > 3
� ��� ��� � ��  ����� ���� ����

c = c(k)
� "� �� ��������  �

��� �� ��" � ��� � G = (V,E)
"  �� � ��  ��� ��� ���

∆
� �� �� "  �� � ����� � �" �� �����

1−2c/nk−3 �� �
���  ��� ��� ���  � �� � �� �� ��� � �&

G
 ������ �"

Ti
 � �� � ���

6k5 ln5 n
�& ��� �� � ��� ����

c ln ln ∆
 ����� ��� )
� ���& ) Ø° º½¿¿ ½· µ´°Æ½´µ¶· Á¶¸ �������� Å �������& �� µ¸ ´¯° º²ÆÆ°·´ » ½¾µ»²» ³µ×° ¶¸ ½·É ·¶À° µ·
´¯° ³²ÇÈÆ½¼¯ µ·À²º°À ÇÉ

Ti
µ³ Æ°À²º°À ¸Æ¶»

∆
´¶

2∆
7/8 Ñ ®¯²³ Ì ½¸´°Æ

m
³²ºº°³³¸² ¿ µ´°Æ½´µ¶·³ Ì ´¯°

À°ÈÆ°° µ³ ½´ » ¶³´

21+7/8+(7/8)2+...+(7/8)m−1 · ∆(7/8)m

= 2821−(7/8)m
∆

(7/8)m

≤ 512∆
(7/8)m

.

Ô· ¶ÆÀ°Æ ´¶ Æ°À²º° ´¯° À°ÈÆ°° ´¶ Ç °¿¶¹
6k5 ln5 n

Ì
m
»²³´ ³½´µ³¸É

512∆
(7/8)m

≤ 6k5 ln5 n,

¹¯µº¯ ¯¶¿À³ ¸¶Æ
m ≥ c ln ln ∆

¸¶Æ ³¶» ° º¶·³´½·´
c(k)

Ñ
àÉ �°»» ½ Ù Ì °½º¯ µ´°Æ½´µ¶· µ³ ³²ºº°³³¸² ¿ ¹ µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ ¿°½³´

1 − 2
nk−2

½³ ¿¶·È ½³ ´¯°
À°ÈÆ°° µ³ ½´ ¿°½³´

6k5 ln5 n
Ñ �µ·º° ¹° Æ°±²µÆ° ½´ » ¶³´

c ln ln ∆
³²ºº°³³°³ ½·À °½º¯ µ´°Æ½´µ¶· ³²ºº°°À³

¹ µ´¯ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ½´ ¿°½³´
1 − 2

nk−2

Ì ½³ ¿¶·È ½³ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° µ³ ÇµÈ °·¶²È¯ Á�°»» ½ ÙÅ Ì ´¯°
¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´ �� � Æ¶²·À³ ½Æ° ³²ºº°³³¸² ¿ µ³ ¯ µÈ¯ Ñ Õ¶Æ» ½¿¿ÉÌ ¿°´

Ai
Ç ° ´¯° °Ó°·´ ´¯½´ Æ¶²·À

i
µ³ ·¶´

³²ºº°³³¸² ¿ Ñ ®¯°Æ° ½Æ° ½´ » ¶³´
c ln ln ∆

µ´°Æ½´µ¶·³ ´¯½´ º¶²¿À ¼ ¶´°·´µ½¿¿É ¸½µ¿ Ñ � °·º° Ì ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É
´¯½´ ½´ ¿°½³´ ¶·° ¶¸ ´¯°³° µ´°Æ½´µ¶·³ ¸½µ¿³ µ³ ½´ » ¶³´

P
[

⋃

Ai

]

≤
∑

i

P [Ai] ≤
2c ln ln ∆

nk−2
≤ 2c

nk−3
.

àÉ ´½Òµ·È µ·´¶ ½ºº¶²·´ ´¯½´
∆
»µÈ¯´ Æ°½º¯ ´¯° ´¯Æ°³¯¶¿À

6k5 ln5 n
°½Æ¿µ°Æ µ· ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» �³

°¾°º²´µ¶· Ì ´¯° ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É ´¯½´ µ´ °·À³ ¹ µ´¯µ·
c ln ln ∆

µ´°Æ½´µ¶·³ ¶·¿É ÈÆ¶¹ ³ Ñ ®¯²³ Ì ½¸´°Æ
c ln ln ∆µ´°Æ½´µ¶·³ Ì

∆ ≤ 6k5 ln5 n
½·À ¯°·º° ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯° ÈÆ½¼¯ µ³ ½´ » ¶³´

6k5 ln5 n
¹µ´¯ ¯µÈ¯

¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´ÉÑ

�



� �� ����
 � � � �
�
�� �� ����� � �
������ ��� �
O(log log n)

��� ���
 �
�

� ³ ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ÈÆ½¼¯ Ç °º¶» °³ ³» ½¿¿°Æ Ì �������� Ç °º¶» °³ ¿°³³ °� °º´µÓ°
µ· Æ°À²ºµ·È µ´ Ñ ®¯µ³ µ³ Ç °º½²³° ½ ·¶À°

u
µ· B ¹µ´¯ ³» ½¿¿

du
¹µ¿¿ ¶·¿É Ç ° Æ°» ¶Ó°À ¸Æ¶» ´¯° ÈÆ½¼¯

¹ µ´¯ ½ ³» ½¿¿ ¼Æ¶Ç½Çµ¿µ´É Á½·À µ´³ ·°µÈ¯Ç ¶Æ³ Ì ´¶ ¶Å Ñ �· ´¯° ¶´¯°Æ ¯½·À Ì ´¯° À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯»
�������� ¸Æ¶» Ê�Ð Áº½¿¿°À � ¿È¶Æµ´¯» Í µ· ´¯°µÆ ¼½¼ °ÆÅ È²½Æ½·´°°³ ´¶ ¯½¿Ó° ´¯° » ½¾µ»²» À°ÈÆ°° ¶¸
½ ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯ µ· ½ º¶·³´½·´ ·²»Ç°Æ ¶¸ ³´°¼³ Ñ ®¯²³ Ì ´¯° ¿½´´°Æ ½¿È¶Æµ´¯» µ³ ³¿¶¹°Æ ´¯½·
¶²Æ³ ¹¯µ¿°

∆
µ³ ¿½ÆÈ° Ì Ç²´ µ³ ¸½³´°Æ ´¯½· �������� ¶·º°

∆
µ³ ¶·¿É ¼ ¶¿É ¿¶È½Æµ´¯» µº Ñ

����� 	
�� � 
 ������������
��
�
 
 � ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯

G = (V,E)
Ñ

��

�
 
 ®¯° ·¶À°Ö³°´
M

¶¸ ½ ³²ÇÈÆ½¼¯ ¶¸
G

�°·À ½· µ·Óµ´½´µ¶· ´¶ ¶·° ½ÆÇµ´Æ½Æµ¿É º¯¶³°· ·°µÈ¯Ç ¶Æ Ñ�
�ºº°¼´ ¶·° µ·Óµ´½´µ¶· Ì µ¸ ½·É ¹½³ Æ°º°µÓ°À Ñ�

E′ :=
{

(u, v) ∈ E
∣

∣ u
½ºº°¼´³ ´¯° µ·Óµ´½´µ¶· ¶¸

v
¶Æ Óµº° Ó°Æ³½}�

�¶»¼²´° ½ Â ÃÄ
M

¶· ´¯° °ÀÈ°Öµ·À²º°À ³²ÇÈÆ½¼¯
G := G(V,E′)

Ñ�
��
���

M�

®¯° ½¿È¶Æµ´¯» �������� µ³ Æ¶²È¯¿É À°³ºÆµÇ °À ½³ ¸¶¿¿¶¹ ³ 
 Ô· °½º¯ µ´°Æ½´µ¶· Ì ½ ³²ÇÈÆ½¼¯
Ḡ
¶¸

Gµ³ ³°¿°º´°À ³²º¯ ´¯½´ °Ó°ÆÉ ·¶À° µ·
Ḡ
¯½³ À°ÈÆ°° Í ¶Æ Î Ì ½·À °½º¯ ·¶À° ¶¸

G
¯½³ ½ ·°µÈ¯Ç ¶Æ µ·

Ḡ
Ñ

®¯°· ½ Â ÃÄ ¶¸
Ḡ
µ³ º¶»¼²´°À µ·

O(log∗ n)
´µ» ° ²³µ·È ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ¸Æ¶» ÊËÐ Ñ �·¿É ·¶À°³ µ· ´¯µ³

Â ÃÄ ³´½É µ· ´¯° ÈÆ½¼¯ ¸¶Æ ´¯° ·°¾´ µ´°Æ½´µ¶· Ñ ®¯µ³ ³²Ç³°´ µ³ ½
2
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¶¸ ´¯° ·¶À°³ µ·

G
Ñ

Ô´ º½· Ç ° ³°°· ¸Æ¶» ´¯° ¼Æ¶¶¸ ¶¸ �°»» ½ Û µ· Ê�Ð ´¯½´ ´¯µ³ ½¿È¶Æµ´¯» ¯½¿Ó°³ ´¯° À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯°
ÈÆ½¼¯ ½¸´°Æ ½ º¶·³´½·´ ·²»Ç°Æ ¶¸ µ´°Æ½´µ¶·³ Ñ Õ²Æ´¯°Æ» ¶Æ° Ì µ·³¼ °º´µ¶· ¶¸ ´¯µ³ ¼Æ¶¶¸ ½¿³¶ ³¯¶¹ ³ ´¯½´
½ÀÀµ·È µ·´°Æ¿°½Ó°À µ´°Æ½´µ¶·³ ¶¸ �������� À¶°³ ·¶´ ¯½Æ» ´¯° ½·½¿É³µ³ Ñ � °·º° 

���� � � ! 
�� � !��" ��#$ ������ !��� � � * �� �� ��� �������� ������� �� � ���  ��� ��� ��� �& �� �
� ��� � & ���

∆
��

∆/2
 �

h = O(1)
 ����� ��� ) � ���  ���� � �� �����

O(log∗ n)
������ )

� �� ������ ��
 ����
 � ��� ����
 � � 	�
 ���
� 
��
�� �� ���
��
� � �
������
®¯° Ò°É ¶Ç³°ÆÓ½´µ¶· ¸¶Æ ¶Ç´½µ·µ·È � ¿È¶Æµ´¯» �	
������ ¹¯µº¯ µ³ ¸½³´ µ· Ç ¶´¯ ¶¸ ´¯°³° ¼¯½³°³ µ³
´¯½´ ´¯° ´¹¶ ½¿È¶Æµ´¯» ³ º½· Ç ° � µ·´°Æ¿°½Ó°À� 
 ½¸´°Æ °¾°º²´µ·È ¶·° º½¿¿ ¶¸ �������� Ì ¹° °¾°º²´°
¶·° º½¿¿ ¶¸ ������������ Ñ ®¯µ³ µ³ ¼ ¶³³µÇ ¿° Ç °º½²³° ¸¶Æ Ç ¶´¯ ½¿È¶Æµ´¯» ³ Ì ¶·° µ´°Æ½´µ¶· ´½Ò°³ ½
ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯ ½³ µ·¼²´ Ì ½·À Æ°´²Æ·³ ½³ ¶²´¼²´ ½ ³²Ç³°´ ¶¸ µ´³ ·¶À°³ ¹¯µº¯ µ³ ½

2
ÖÆ² ¿µ·È

³°´ ¶¸ ´¯° µ·¼²´ ÈÆ½¼¯ Ñ � °·º° Ì ½¸´°Æ
t
µ´°Æ½´µ¶·³ ¶¸ ´¯° º¶»Çµ·°À ½¿È¶Æµ´¯» Ì ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ³°´ ¶¸

·¶À°³ µ³ ½
4t
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ ¶¸ ´¯° ¶ÆµÈµ·½¿ ÈÆ½¼¯ Ñ Õ²Æ´¯°Æ» ¶Æ° Ì ®¯°¶Æ°» � ³´µ¿¿ ¯¶¿À³ ¸¶Æ ´¯° º¶»Çµ·°À

½¿È¶Æµ´¯» Ì ½³ ´¯° µ·³°Æ´°À µ´°Æ½´µ¶·³ ¶¸ �������� ���� ·°Ó°Æ µ·ºÆ°½³° ´¯° À°ÈÆ°° ¶¸ ½·É ·¶À° Ñ �·º°
´¯° À°ÈÆ°° ¶¸ ´¯° Æ°» ½µ·µ·È ³²ÇÈÆ½¼¯ µ³ ½´ » ¶³´

∆ ≤ 6k5 ln5 n
Ì ÇÉ �°»» ½ � ´¯° À°´°Æ» µ·µ³´µº ³´°¼³

È²½Æ½·´°° ´¯½´ ´¯° À°ÈÆ°° µ³ ±²µºÒ¿É À°ºÆ°½³°À ´¶ ×°Æ¶ Áµ Ñ° ÑÌ ½¿¿ Æ°» ½µ·µ·È ·¶À°³ ½Æ° µ·À°¼ °·À°·´Å
¹ µ´¯µ·

O(log(6k5 ln5 n)) = O(log log n)
µ´°Æ½´µ¶·³ ¶¸ ´¯° º¶»Çµ·°À ½¿È¶Æµ´¯» Ì ½³ ½¿³¶ ´¯° µ´°Æ½´µ¶·³

¶¸ ´¯° �������� ½¿È¶Æµ´¯» ·°Ó°Æ µ·ºÆ°½³° ½·É ·¶À° �³ À°ÈÆ°° Ñ
� ¸ º¶²Æ³° Ì µ·´°Æ¿°½Óµ·È ¶·° ³µ·È¿° ³´°¼ ¶¸ ´¯° À°´°Æ» µ·µ³´µº ½¿È¶Æµ´¯» Á½·À ·¶´ ´¯° Æ°±²µÆ°À

h³´°¼³ ´¶ È²½Æ½·´°° ´¯° Çµ³°º´µ¶· ¶¸ ´¯° À°ÈÆ°°Å À°´°Æµ¶Æ½´°³ ´¯° º¶·³´½·´ ¸½º´¶Æ ¶¸ ´¯° Æ²··µ·È ´µ» ° Ì
Ç²´ ½¿¿¶¹ ³ ¶· ´¯° ¶´¯°Æ ¯½·À ´¯° °¾°º²´µ¶· ¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» ¹µ´¯¶²´ Ò·¶¹ ¿°ÀÈ° ¶¸

h
Ñ �²»»½Æµ×µ·È Ì

´¯° ¸¶¿¿¶¹ µ·È ´¯°¶Æ°» ¯¶¿À³ Ñ

�
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 � ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯

G = (V,E)
��

�
 
 �· µ·À°¼ °·À°·´ Æ²¿µ·ÈÖ³°´

I
¶¸

G

I := V � i := 0�
�� 	��

Ii
 � ���  ���� ������ ���

�½¿¿ �������� ¸¶Æ
I → I�

	�
I

 ���� ����� � 
��� °¾ µ´ ¹¯µ¿°Ö¿¶ ¶¼�
�½¿¿ ������������ ¸¶Æ

I → I�
��� 
��
���

I!

�������  � ! 
�� ��" !��" ��#$ ������ !��� � G
� * �� �� ��� �	
������ ���� � ��� �

O(log log n)
#

��� ��  ���� ������ ��� �&
G

 �
O(log log n log∗ n)

������ '"  �� �  �� � ����� � �"( �& �"���������
� ��� �� ��� ���� � ��� �� )

� �� ����
 � � ���� �� ��
 ��
 ��� �� � � ���
� 
��
�� 	
�

�´ ´¯µ³ ¼ ¶µ·´ ´¯°
O(log log n)

ÖÆ² ¿µ·È µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ º¶»¼²´°À ÇÉ � ¿È¶Æµ´¯» �	
������ µ³ ��� #
������ ´¶ Éµ°¿À ½ 	 ½¾ µ» ½¿ Ô·À°¼ °·À°·´ �°´ Ñ Ø° µ·Ó¶Ò° ´¯° º¶·À°·³µ·È ½¿È¶Æµ´¯» ¸Æ¶» Ê�Ð Á� ¿È¶Ö
Æµ´¯» ÎÅ Ì ¹¯µº¯ °¾´°·À³ ½·É

t
ÖÆ² ¿µ·È µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ ´¶ ½ Â ÃÄ µ·

O(t · log∗ n)
Æ¶²·À³ µ· ßÆ¶¹´¯Ö

à¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ñ ®¯²³ Ì ¹° ¶Ç´½µ· ½ Â ÃÄ µ·
O(log log n log∗ n)

Æ¶²·À³ Ñ Õ¶Æ ´¯° ³½Ò° ¶¸ º¶»¼¿°´°·°³³
¹° À°³ºÆµÇ ° ³¯¶Æ´¿É ¯¶¹ ´¯µ³ ½¿È¶Æµ´¯» ¹¶ÆÒ³ Ñ Ô´ µ³ Ì µ· ´²Æ· Ì ³¼¿µ´ µ·´¶ ´¹¶ ¼¯½³°³ 
 ´¯° � Æ³´ ¼¯½³°
º¶·À°·³°³ ´¯° °¾ µ³´µ·È Æ²¿µ·È ³°´ ²·´µ¿ ´¯° Æ°³²¿´µ·È ³°´ µ³

3
ÖÆ² ¿µ·È Ñ ®¯µ³ µ³ ½º¯µ°Ó°À ÇÉ ¿°´´µ·È

°Ó°ÆÉ ½º´µÓ° ·¶À° Áµ Ñ° ÑÌ ½ ·¶À° µ· º²ÆÆ°·´ µ·À°¼ °·À°·´ ³°´Å º¶»¼²´° ½· µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ µ· µ´³
4
Ö

·°µÈ¯Ç ¶Æ¯¶¶À ²·À°Æ ´¯° º¶·³´Æ½µ·´ ´¯½´ °Ó°ÆÉ ·¶À° µ· ´¯°
3
Ö·°µÈ¯Ç ¶Æ¯¶¶À µ³ À¶» µ·½´°À ÇÉ ½· ½º´µÓ°

·¶À° Ñ ®¯° Æ°³²¿´µ·È ·°¹ ³°´ » µÈ¯´ Ç ° ·¶ ¿¶·È°Æ µ·À°¼ °·À°·´ Ì Ç²´ ´¯° ÈÆ¶¹´¯ÖÇ ¶²·À°À ¼Æ¶¼ °Æ´É ¶¸
´¯° ÈÆ½¼¯ ¼ °Æ» µ´³ ´¶ °
 ºµ°·´¿É º¶»¼²´° ½· µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ ¶²´ ¶¸ ´¯µ³ À°·³°Æ ³°´ ¶¸ ½º´µÓ° ·¶À°³ Ñ
®¯µ³ ¼¯½³° µ³ Æ°¼ °½´°À ²·´µ¿ ´¯° �·½¿ ³°´ µ³

3
ÖÆ² ¿µ·È ½·À ´½Ò°³

O(log log n log∗ n)
Æ¶²·À³ Ñ

®¯° �·½¿ ¼¯½³° Ì µ Ñ° Ñ ´¯° ´½³Ò ¶¸ ¼Æ¶À²ºµ·È ´¯° À°³µÆ°À Â ÃÄ ¸Æ¶» ´¯°
3
ÖÆ² ¿µ·È ³°´ Ì µ³ ½º¯µ°Ó°À

ÇÉ À°�·µ·È ½ º¿²³´°Æ ÈÆ½¼¯ ´¯½´ °·½Ç¿°³ ´¯° ¿¶ º½¿ º¶»¼¿°´µ¶· ¶¸ ´¯° µ·À°¼ °·À°·´ ³°´ ½º¯µ°Ó°À ³¶
¸½Æ Ñ � º¶¿¶Æµ·È ¶¸ ´¯° º¿²³´°Æ ÈÆ½¼¯ À°�·°³ ½· ¶ÆÀ°Æ ¶¸ ¼Æ°º°À°·º° ¶· ´¯° ½º´µÓ° ·¶À°³ ´¯½´ Ì µ·
´²Æ· Ì °·³²Æ°³ ´¯½´ ´¯° �·½¿ ³°´ µ³ µ·À°¼ °·À°·´ Ñ �È½µ· Ì ´¯° °
 ºµ°·ºÉ ¶¸ ´¯° ½¿È¶Æµ´¯» Æ°¿µ°³ ¶· ´¯°
Ç ¶²·À°À ÈÆ¶¹´¯ ¼Æ¶¼ °Æ´É ¶¸ ´¯° ¶ÆµÈµ·½¿ ÈÆ½¼¯ Ì ¹¯µº¯ ¿°½À³ ´¶ ´¯° �·½¿ Â ÃÄ µ· � ÁÍÅ Æ¶²·À³ Ñ

�¶»Çµ·°À Ì ®¯°¶Æ°» Î ½·À �°»» ½ � ¸Æ¶» Ê�Ð µ»¼¿É ´¯° ¸¶¿¿¶¹ µ·È 
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O(log log n)
#�� � ��  ���� �� #

��� � ��� �&
G

 � �� � #$% �&
G

 �
O(log log n log∗ n)
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ÊÍÐ 
¯½¿°À 	 Ñ � ¿×¶²Çµ Ì �°·ÈÖ�²· Ø½· Ì ½·À �¼¯µÆ ÕÆµ°À°Æ Ñ 	 °³³½È°Ö¶¼´µ» ½¿ º¶··°º´°À À¶» µ·½´µ·È
³°´³ µ· » ¶Çµ¿° ½À ¯¶ º ·°´¹¶ÆÒ³ Ñ Ô· � �� � �� ��� � � ������ �� � �& �� � ��� * ��  � ������ ����
�"���� �� �� � �� �� �� ��� ���" ���  �� � ���� � � �� Ì ¼½È°³ ÍÛÙ� ÍÚË Ì � °¹ �¶ÆÒ Ì �� Ì � �� Ì
Î

Î Ñ ��	 � Æ°³³ Ñ

Í




ÊÎÐ à ½Æ²º¯ �¹°ÆÇ²º¯ Ì �·ÀÆ°¹ � Ñ ß¶¿ÀÇ °ÆÈ Ì 	 µº¯½°¿ �²ÇÉÌ ½·À �°ÆÈ° � Ñ � ¿¶´Òµ· Ñ � °´¹¶ÆÒ À°Ö
º¶»¼ ¶³µ´µ¶· ½·À ¿¶ º½¿µ´É µ· Àµ³´ÆµÇ²´°À º¶»¼²´½´µ¶· Ñ Ô· ����  "�� �� �� �� 
������ ��� �&
���� � ���  � ����Ì ¼½È°³ ÏÚË�ÏÚ� Ì Í��� Ñ

ÊÏÐ � °Æ» ½· �¯°Æ·¶� Ñ � »°½³²Æ° ¶¸ ½³É»¼´¶´µº °
 ºµ°·ºÉ ¸¶Æ ´°³´³ ¶¸ ½ ¯É¼ ¶´¯°³µ³ Ç½³°À ¶· ´¯°
³²» ¶¸ ¶Ç³°ÆÓ½´µ¶·³ Ñ "� � *����� �& ���� ���� ���  ��� � � �� Ì ÎÏ ÁË Å 
Ë�Ï�Û
Ù Ì � °º°»Ç°Æ Í�ÛÎ Ñ

ÊËÐ � µº¯½ÆÀ �¶¿° ½·À � ×µ � µ³¯Òµ· Ñ � °´°Æ» µ·µ³´µº º¶µ· ´¶³³µ·È ¹ µ´¯ ½¼¼¿µº½´µ¶·³ ´¶ ¶¼´µ» ½¿ ¼½Æ½¿¿°¿
¿µ³´ Æ½·Òµ·È Ñ ��& ��� �� �� ��� ������ �Ì Ù
 ÁÍÅ 
ÏÎ�ÛÏ Ì Í��Ú Ñ

ÊÛÐ �·ÀÆ×°� �×ÉÈÆµ·¶¹ ½·À 	 µº¯½ � � ½��Ò¶¹ µ½Ò Ñ � µ³´ÆµÇ²´°À ½¼¼Æ¶¾µ» ½´µ¶· ½¿È¶Æµ´¯» ³ µ· ²·µ´Ö
Àµ³Ò ÈÆ½¼¯³ Ñ Ô· � ������ ��� �& ���� �������� ����  "����  �� �� �  ��� �� ��� ���� � � �� '� � �( �
 ������ �� �  " ���� �  �� ��� ��� ��#��� ����Ì Ó¶¿²» ° Ë ÍÚÙ ¶¸ ������� � ����  � ���� � ���  � ����Ì
¼½È°³ Ï�Û�Ï�� Ñ �¼Æµ·È°Æ Ì Î

Ú Ñ

ÊÚÐ � º° ß°¿½¿ Ì ß°·´µ½· �½Ò¿¿½Æµ Ì �ÆµÒ½·´¯ � Ñ 
 Æµ³¯·½»²Æ´¯ÉÌ ½·À � °½¿ � Ñ �¶²·È Ñ ®¶¼ ¶¿¶ÈÉ º¶·´Æ¶¿
´¶ ³µ»²¿´½·°¶²³¿É ½º¯µ°Ó° ·°½ÆÖ¶¼´µ» ½¿ ·¶À° À°ÈÆ°° ½·À ¿¶¹ ¼½´¯ ³´Æ°´º¯ µ· ½À ¯¶º ·°´¹¶ÆÒ³ Ñ
Ô· ��� *����� ���� ������ ��� ���  �� ��" ��  ����� ��� *� � �� ������ ��� ��� ���
� ��" ���� ' � ��� ��( Ì Ó¶¿²» ° Î Ì ¼½È°³ ËÏ Í�ËÏ� Ì Î

Ú Ñ

ÊÙÐ à°½´ ß¸°¿¿°Æ ½·À � ¿µ½³ � µº½Æµ Ñ � ¸½³´°Æ Àµ³´ÆµÇ²´°À ½¼¼Æ¶¾ µ» ½´µ¶· ³º¯°» ° ¸¶Æ ´¯° º¶··°º´°À
À¶» µ·½´µ·È ³°´ ¼Æ¶Ç¿°» ¸¶Æ ÈÆ¶¹´¯ÖÇ ¶²·À°À ÈÆ½¼¯³ Ñ ®°º¯·µº½¿ � °¼ ¶Æ´ ÛË
 Ì � °¼½Æ´» °·´ ¶¸
�¶»¼²´°Æ �ºµ°·º° Ì �®� 	²Æµº¯ Ì Î

Ú Ñ
�Ó½µ¿½Ç¿° ½´ ¯´´¼ 


¹¹¹ Ñµ·¸ Ñ°´¯× Ñº¯
Æ°³°½Æº¯
Àµ³³´°º¯Æ°¼³
´°º¯Æ°¼ ¶Æ´³ Ñ

Ê�Ð Õ½Çµ½· 
²¯· Ì ®¯¶» ½³ 	 ¶³ºµÇÆ¶À½ Ì ® µ» � µ°Ç °ÆÈ Ì ½·À �¶È°Æ Ø½´´°·¯¶¸°Æ Ñ Õ½³´ � °´°Æ» µ·µ³´µº
� µ³´ÆµÇ²´°À 	 ½¾ µ» ½¿ Ô·À°¼ °·À°·´ �°´ �¶»¼²´½´µ¶· ¶· ßÆ¶¹´¯Öà¶²·À°À ßÆ½¼¯³ Ñ Ô· �� ��
�������� ����  "���� �� �� �  � �� �� ��� ���� � � �� '� � �( � �����" � � � ���� Ì �°¼´°»Ç°Æ Î

Û Ñ

Ê�Ð Õ½Çµ½· 
²¯· Ì ®¯¶» ½³ 	 ¶³ºµÇÆ¶À½ Ì ® µ» � µ°Ç °ÆÈ Ì ½·À � ¶È°Æ Ø½´´°·¯¶¸°Æ Ñ �¶ º½¿ �¼¼Æ¶¾ µ» ½Ö
´µ¶· �º¯°» °³ ¸¶Æ �À �¶ º ½·À �°·³¶Æ � °´¹¶ÆÒ³ Ñ Ô· ��� * �� �� �� 
������� �� 
������ ���
�& � �� �� ���� � � �� '� �*�� #� �� �( � �� ������ !��� ��" Ì �°¼´°»Ç °Æ Î
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